


 

 

I 

 

 بسـ الله الرحمف الرحيـ
 الحمدُ لله وحده، والصلبة والسلبـ عمى سيدنا محمدٍ بف عبدالله النبي الأمي.

ؿ عف عشريف عاماً،كنت لمدة لاتق ةعمى أوراؽٍ متناثر مكتوباً عمى شكؿ مخطوطٍ بقي ىذا الكتاب 
خلبليا قد عممت نفسي بكتابة موضوعات أخرى في الاقتصاد. لكنني أدركت مؤخراً بأف المكتبة 

عف التقميد الذي اعتاد عميو طمبتنا  العربية في حاجة ماسة إلى كتابٍ في الاقتصاد الرياضي، يخرجُ 
لمتأنية وقد منحني الله عزيمة القراءة االمرعوبيف مف الموضوع وما يحتويو مف تحميلبت مجردة. 

 كتابة تمؾ المخطوطات وأضعيا بيف جمدتي ىذا الكتاب. خلبؿ السنتيف الماضيتيف كي أعيدَ 
، عمى مختمؼ و الطمبة والباحثوفاخترت أف يكوف الكتاب محتوياً لعشرة فصوؿ فقط، مما قد يواجي

والعممية،  مستوياتيـ العممية في تخصص الاقتصاد، واقتصاد الماؿ والأعماؿ. وخلبؿ تجربتي العممية
كمدرسٍ لمادة الاقتصاد والاقتصاد القياسي والرياضيات والاحصاء، وممارس في صناعة السياسة 
الاقتصادية والمالية إباف عممي مديراً لدائرة السياسات الاقتصادية في وزارة التخطيط، وأميناً عاماً 

الذي يعاني منو طمبتنا، ومتخذو كمف الضعؼ مأكتشفت لموزارة، ثـ مفوضاً في ىيئة الأوراؽ المالية، 
القرار في وطننا، في ما يتعمؽ بضعؼ التجريد الرياضي، وتطبيقو في مواجية كثيرٍ مف التحديات 

 الاقتصادية، وخاصة في مجاؿ الاقتصاد الكمي التطبيقي.
يزخر ىذا الكتاب بالأمثمة والاشتقاقات الضرورية. وقد وضعتو عمى نحوٍ متسمسؿ، ابتداءاً مف 

عداد الحقيقية، والمتباينة والمعادلة، ثـ الاقتراف االدالة  وانتياءاً بأعقد النظريات الكمية التي تستند الأ
ولايحمؿ  متخصصٍ  بشكؿٍ، لو أف شخصاً غيرُ  بنيتوُ إلييا النظرية الاقتصادية: الجزئية والكمية. وقد 

و رويداً رويداً، لتمكف في نياية مف العمـ إلا القميؿ، ابتدأ بو مف معنى العدد وخواصو، ثـ تدرج ب
المطاؼ أف يجاري عمماء الرياضيات في نظريات عمى درجة عالية مف التعقيد. وقد قصدت بذلؾ أف 

سائلًب المولى أف يجعمو في ميزاف الحسنات  أىونو عمى عقوؿ طمبتنا الذيف يكرىوف التفكير المجرد.
 ميـ.يوـ لاينفعُ ماؿٌ ولا بنوف إلا مف أتى الله قمب س

ميالي التي الأياـ وال تقدـ إلى كؿ الأحبة عمى صبرىـ خلبؿأرجو أف اغتنـ ىذه الفرصة كي أ
المخطوطة: زوجتي عزيزة، وابنتي د. فاطمة، ود. نور، وولدي عبدالرحمف استغرقتني وأنا أطبع 

 ومحمد، وحفيدي كريـ وراية، وأحبائي عمي وأحمد، وكؿ مف ساىـ في إنجازه.
 

 الأردف –عماف 
14/03/2012 
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II 

 

 أُؾز٣ٞبد
 XIV             ٓطش ثٖ اُؾغبط

1 2 

I. 2 الأ٤ُٝخ أُجبدٟء 

: (strict inequality)( اُذه٤وخ أٝ اُزبٓخ) اُصبسٓخ أُزجب٣٘خ .1

 35 :اُشٌَ رؤخز ؽ٤ش

B. ٍ39 :أُزجب٣٘خ ه٤ٔخ( 1.7) ٓضب 

C. ٍ40 :أُزجب٣٘خ ه٤ٔخ( 1.8) ٓضب 

D. ٍ41 :أُزجب٣٘خ ه٤ٔخ( 1.9) ٓضب 

E. ٍ42 :أُزجب٣٘خ ه٤ٔخ( 1.10) ٓضب 

F. ٍ42 :أُزجب٣٘خ ه٤ٔخ( 1.11) ٓضب 

G. ٍ43 :أُشًجخ أُزجب٣٘خ ه٤ٔخ( 1.12) ٓضب 

H. ٍ44 :اُزشث٤ؼ٤خ أُزجب٣٘خ ه٤ٔخ( 1.13) ٓضب 

I. (1.5)أُؼبدُخ(Equation:) 44 

 46 (:definitional equation) رؼش٣ل٤خ ٓؼبدُخ

 47 (:behavioural equation) ع٤ًِٞخ ٓؼبدُخ

J. رشٓض ؽ٤ش (Q )49 .الإٗزبط ٤ٌُٔخ 

K. (1.9)(الاهزشإ) اُذاُخ(Function) : 68 

L. (1.11)،(أُؼبَٓ اُٞع٤ػ،) أُؼِٔخ(Parameter): 78 

M. ٍ80 :اُذاُخ ٝٓذٟ ٝٓغبٍ ه٤ٔخ(1.25) ٓضب 

N. ٍ81 :اُزشث٤ؼ٤خ اُذاُخ ٝٓذٟ ٝٓغبٍ ه٤ٔخ(1.26) ٓضب 

O. ٍ82 :الاعزٜلاى داُخ ٝٓذٟ ٝٓغبٍ ه٤ٔخ( 1.27) ٓضب 

P. ٍ84 :الاعزٜلاى داُخ(1.28) ٓضب 

Q. ٍاُعؤٕ ُؾّٞ ػ٠ِ اُطِت داُخ ٝٓذٟ ٝٓغبٍ ه٤ٔخ(1.29) ٓضب:

 85 

R. ٍالأسثبػ ٝٓذىذاُخ ٝٓغبٍ ه٤ٔخ( 1.30) ٓضب(  (Profit Functi 

   86       

S. ٍ87 :أُزـ٤شاد ٓزؼذدح اُذاُخ(1.31) ٓضب 
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III 

 

T. (1.12 )َ88 :ٝاُذاُخ ُلآزغب٣ٝخ اُج٤ب٢ٗ اُزٔض٤ 

U. (1.13 )92 :ٗوطز٤ٖ ث٤ٖ أُغبكخ 

V. ٍ94:اُذ٣ٌبسر٢ أُغزٟٞ ػ٠ِ ٗوطز٤ٖ ث٤ٖ أُغبكخ(1.32) ٓضب 

W. ٍ7) أُؼبدُخ سعْ( 1.34) ٓضب yx)41)ٝأُزجب٣٘خ  x

:) 97 

X. ٍ99 :أُزجب٣٘خ سعْ( 1.36) ٓضب 

Y. ٍ99 :أُزجب٣٘خ سعْ( 1.37) ٓضب 

Z. ٍ103 :أُزجب٣٘خ سعْ( 1.39) ٓضب 

AA. ٍاُخط٤خ اُذاُخ سعْ)(  ٓضب (xxfy 32)( :) 103 

BB. ٍ106 :اُزشث٤ؼ٤خ اُذاُخ سعْ( 1.40) ٓضب 

CC. ٌَ108 اُذاُخ ٝٓذٟ ٓغبٍ(: 1.37) ش 

DD. ٍ109 :الأسثبػ ُذاُخ اُج٤ب٤ٗخ اُصٞسح( 1.41) ٓضب 

EE. ٍ110 :اُذاُخ سعْ( 1.42) ٓضب 

FF. ٍ111 :اُذاُخ سعْ( 1.43) ٓضب 

GG. (1.15)120 :اُذاُخ ٝعٞد اخزجبس 

HH. (1.15 )ٍاٍ أشٌب ّٝ  121 :ٝأٗٞاػٜب(الاهزشاٗبد)اُذ

II. ٍاُضبثزخ اُذٝا(constant functions :)ٌٕٞاُذاُخ غشكب ٣ 

 122 :ػ٤ِٜب ٝٓضبٍ(. 1.45) اُشٌَ ك٢ ًٔب صبثز٤ٖ،

 إٓب اُذاُخ رٌٕٞ(:linear functions)اُخط٤خ اُذٝاٍ .1

 122 ػ٤ِٜب ٝٓضبٍ(. 1.46) اُشٌَ ك٢ ًٔب ٓز٘بهصخ، ٓزصبػذحأٝ

 ٓزؼذدح رٌٕٞ(: algebraic functions) اُغجش٣خ اُذٝاٍ .2

 اُٞاؽذ ٖٓ أػ٠ِ( integer) ًبِٓخ ُوٞح   ٓشكٞػب   ك٤ٜب أُغزوَ أُزـ٤ش ٣ٌٕٝٞ اُؾذٝد،

 123 :ػ٤ِٜب ٝٓضبٍ. اُصؾ٤ؼ

 اُشٌَ ك٢ ًٔب(:  quadratic functions) اُزشث٤ؼ٤خ اُذٝاٍ .3

 123 ػ٤ِٜب ٝٓضبٍ ،(1.47)

JJ. ٍاُزٌؼ٤ج٤خ اُذٝا(cubical functions :)اُشٌَ ك٢ ًٔب 

 125                         ػ٤ِٜب ٝٓضبٍ ،(1.48)

 اُذاُخ رغ٠ُٔ(: transcendental functions) أُزؼب٤ُخ اُذٝاٍ .1

 127 :ػ٤ِٜب ٝٓضبٍ. ٓزؼب٤ُخ داُخ عجش٣خ ثص٤ـخ ػٜ٘ب اُزؼج٤ش لا٣ٌٖٔ اُز٢
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IV 

 

KK. (1.17 )ٍاُزـ٤ش ٓؼذ(Rate of Change:) 131 

LL. ٍ134 :اُزوبغغ ٝٗوطزب اُخط٤خ اُذاُخ ٤َٓ( 1.44) ٓضب 

MM. ٍ137 :اُزوبغغ ٝٗوطزب اُخط٤خ اُذاُخ ٤َٓ( 1.45) ٓضب 

 138 :الأكو٤خ اُ٘وطخ .1

 138 :اُؼٔٞد٣خ اُ٘وطخ .2

NN. ٍ140 :اُضبثزخ اُذاُخ ٤َٓ( 1.46) ٓضب 

OO. ٍ143 :اُزشث٤ؼ٤خ اُذاُخ ٤َٓ( 1.47) ٓضب 

PP. ٍ145 :اُزٌؼ٤ج٤خ اُذاُخ ٤َٓ( 1.48) ٓضب 

II. 2 157 

A. 157 ا٤ٗ٥خ أُؼبدلاد 

Simultaneous Equations System 157 

B. ا٤ٗ٥خ أُؼبدلاد ٓ٘ظٞٓخ(simultaneous equations 

system )أًضش، أٝ ٓزـ٤ش٣ٖ ٖٓ ٓؼبدُخ ًَ ٝرزشٌَ أًضش، أٝ ٓؼبدُز٤ٖ ٖٓ ٓغٔٞػخ ٢ٛ 

 157 .أُ٘ظٞٓخ داخَ ًِٜب أُزـ٤شاد ٓغ رلبػِٚ خلاٍ ٖٓ ٓزـ٤ش ًَ ه٤ٔخ رؾذ٣ذ ٣ٝزْ

C. (2.1 )اُزبثؼخ أُؼبدلاد (Dependent Equations:)158 

D. ٍُِٔؼبدُز٤ٖ أُٔض٤ِٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ اُخط٤ٖ رطبثن(2.1) ٓضب 

 158 :ا٤ٗ٥ز٤ٖ

III. (2.2 )زغوخ أُؼبدلاد ُٔ ُٔغزوـِخ–اُ  Consistent) اُ

Equations:) 160 

A. ٍُٔؼبدُز٤ٖ أُٔض٤ِٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ اُخط٤ٖ روبغغ( 2.2) ٓضب 

 160 :آ٤ٗز٤ٖ

B. ٍُِٔؼبدُز٤ٖ أُٔضـ٤ِٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ اُخط٤ٖ روبغغ( 2.3) ٓضب 

 162 :ا٤ٗ٥ز٤ٖ

C. (2.3 )أُزٞاص٣خ – أُزغوخ ؿ٤ش أُؼبدلاد(Inconsistent 

Equations:) 163 

D. ٍ163 :أُغزو٤ٔ٤ٖ اُخط٤ٖ رٞاص١( 2.4) ٓضب 

E. (2.4 )أُزؼبٓذح أُؼبدلاد(Perpendicular Equations:)

 164 

F. ٍ165 :أُغزو٤ٔ٤ٖ اُخط٤ٖ رؼبٓذ( 2.5) ٓضب 
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V 

 

G. ٍ165 :أُغزو٤ٔ٤ٖ اُخط٤ٖ رؼبٓذ( 2.6) ٓضب 

H. ٍ166 :ٝاُؼشض اُطِت ٓؼبدلاد( 2.7) ٓضب 

I. ٍٝاُؼشض اُطِت رؾ٤َِ( 2.8) ٓضب(Demand & Supply 

Analysis:) 167 

J. ٍ170 :اُؼٔبُخ ػ٠ِ ٝاُؼشض اُطِت( 2.9) ٓضب 

K. ٍ175 )(: اُزشث٤ؼ٤خ أُؼبدلاد ٓ٘ظٞٓخ( 2.12) ٓضب 

IV. 192 ٝاُضب٢ٗ الأٍٝ ُِلص٤ِٖ اُشئ٤غ٤خ أُصطِؾبد 

V. 193 اُضب٢ٗ اُلصَ ٝرٔبس٣ٖ اعئِخ 

VI. ٖ195 سشذ اث 

A. 3 197 

B.  ُ197 ٝاُزٌبَٓ اُزلبظَ أعُظ 

C. (3.2 )201 الأع٤خ؟ اُذاُخ ر٘شؤ ٤ًق 

D. ٍ211 :اُجغ٤طخ ٝاُلبئذح أُشًجخ اُلبئذح ث٤ٖ اُلشم(3.3) ٓضب 

E. ٍ212:ًبِٓخ ع٘خ ٖٓ أهَ ُلزشاد أُشًت اُلبئذح عؼش(3.4) ٓضب 

 216 :(Logarithm()اُِٞؽ)اُِٞؿبس٣ضْ(3.3) .1

 217 :اُِٞؽ ٓؼ٠٘(3.5) ٓضبٍ .2

 218 :ٝٓٞعت ؽو٤و٢ ػذد لأ١ اُِٞؽ هٞا٤ٖٗ(3.6) .3

 219 :اُِٞؽ ؽغبة(3.7) ٓضبٍ .4

 219 :اُِٞؽ هٞا٤ٖٗ رطج٤ن(3.8) ٓضبٍ .5

 220 :اُِٞؽ ٓؼ٠٘ رطج٤ن( 3.9) ٓضبٍ .6

 221 :اُِٞؽ ٓؼ٠٘( 3.10) ٓضبٍ .7

 221 :اُِٞؽ ؽغبة( 3.11) ٓضبٍ .8

 224 :اُِٞؽ هٞا٤ٖٗ رطج٤ن( 3.14) ٓضبٍ .9

 227 :ا٤ٗ٥خ اُِٞؽ ٓؼبدلاد( 3.18)ٓضبٍ .10

F. ٍ237 :الإعٔب٢ُ أُؾ٢ِ اُ٘برظ ٖٓ اُلشد ؽصخ( 3.21) ٓضب 

G. ٍ238 :الإٗزبع٤خ داُخاُطبهخ ٜٗب٣خ(3.22) ٓضب 

H. ٍ240 :اُؾذ٣خ اُزٌب٤ُق داُخ ٜٗب٣خ( 3.23) ٓضب 

I. ٍ244 :ُلإٗزبط اُوصٟٞ اُطبهخ داُخ ٜٗب٣خ( 3.24) ٓضب 
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VI 

 

J. ٍ245 :أُؼشكخ ؿ٤ش اُٜ٘ب٣خ( 3.26) ٓضب 

K. ٍ253 :ٓؼبدُخ ك٢ اُِٞؽ( 3.28) ٓضب 

L. ٍٝاُؼذد اُِٞؽ اعزؼٔبٍ( 3.30) ٓضب (e:) 255 

M. (3.8)ٍٝاُؼٌغ٤خ أُشًجخ اُذٝا(Composite and  Inverse 

Functions:) 259 

N. ٍ260 :أُشًجخ اُذاُخ( 3.31) ٓضب 

O. ٍ266 :اُؼٌغ٤خ اُذاُخ(3.32)ٓضب 

P. ٍ267 :اُؼٌغ٤خ اُذاُخ( 3.33) ٓضب 

Q. ٍاُؼٌغ٤زبٕ اُؼشظٞاُطِت داُزب( 3.35) ٓضب(Inverse 

Supply and Demand Functions:) 272 

R. ٍاعزخذاّ(3.37) ٓضب (e)275 :اُلبئذح ؽغبة ك٢ 

S. ٍ279 :اُؼٌغ٤خ الإدخبس داُخ(3.39) ٓضب 

T. ٍاُؼٌغ٤خ ٝاُذٝاٍ اُؾغبث٤خ اُؼ٤ِٔبد ك٢ اُِٞؽ( 3.40) ٓضب:

 281 

U. ٍ284:اُ٘ٔٞ ٗغجخ ٓزٞعػ ٝؽغبة اُطج٤ؼ٢ اُِٞؽ(3.41) ٓضب 

VII. 289 أُب٤ُخ اُش٣بظ٤بد ٓجبدٟء 

VIII. 293 :اُغٔغ إشبسح لاعزؼٔبٍ اُؼبٓخ اُوٞاػذ ٢ِ٣ ٓب ك٢ 

A. (4.4 )ٍالاعزضٔبس ػ٠ِ اُؼبئذ ٓؼذ(Rate of Return on 

Invesrment(RoR):) 296 

B. (4.5 )اُ٘وذ١ ُِزذكن اُؾب٤ُخ اُو٤ٔخ (Present Discounted 

Value(PDV):) 297 

C. ٍ301 :اُلؼّبٍ اُلبئذح عؼش( 4.12) ٓضب 

D. (4.9 )اُؾو٤و٢ اُلبئذح عؼش (Real Interest Rate (rr):)

 302 

E. ٍ303 :اُؾو٤و٢ اُلبئذح عؼش(4.13) ٓضب 

F. ٍ306 :اُذاخ٢ِ اُؼبئذ ٓؼذٍ( 4.15) ٓضب 

G. (4.11 )ُٔشًت اُؼبئذ ٓزٞعػ ( اُٜ٘ذع٢ أُزٞعػ) اُ

(Geometric Rate of Return or Average Rate of Return (GRR):)307 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:32 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 

VII 

 

H. (4.12 )لاعزؼبدح اعزضٔبس١ ٓششٝع   ٣ؾزبعٜب اُز٢ أُذح 

 308 (:Payback Period)اٌُِلخ

I. (4.13 )ّاُغُ٘ب٤ٛخ (Annuity (An):) 312 

J. (4.13.1 )اُؼبد٣خ ُِغُ٘ب٤ٛخ أُغزوج٤ِخ اُو٤ٔخ (AO:) 313 

K. َٓاُؼبد٣خ ُِغُ٘ب٤ٛخ أُغزوج٤ِخ اُو٤ٔخ ٓؼب (future value 

factor of  an annuity (FV(F(Ao).) 318 

L. َٓاُؼبد٣خ ُِغُ٘ب٤ٛخ اُؾب٤ُخ اُو٤ٔخ ٓؼب (present value 

factor of an ordinary annuity(PV(FAo).) 320 

M. ٍ326 :اُغ٘ذ لإغلبء أُطِٞة اُذكؼبد( 4.18) ٓضب 

N. (4.14 )أُؤعِخ اُغُ٘ب٤ٛخ (Deffered Annuity:) 327 

O. ٍ329 :أُؤعِخ اُغ٘ب٤ٛخ(: 4.19) ٓضب 

P. ٍ331:أُغزؾوخ اُغ٘ب٤ٛخ اُذ٣٘جبعزؼٔبٍ ٓجِؾ روغ٤ػ( 4.20)ٓضب 

Q. (4.15 )332 :اُغْٜ عؼش ؽغبة 

R. (4.16 )اُغ٘ذاد عٞم (Bonds’ Market:) 335 

S. (4.17 )337 :اُغ٘ذاد أٗٞاع 

T. ُٔؼب٣ش اُغ٘ذ  Inflation-indexed) اُزعخْ ٓؼذٍ ػ٠ِ اُ

Treasury:) 339 

U. (4.18 )341 :اُغ٘ذ عؼش ؽغبة 

V. ٍ344 :اُغ٘ذ عؼش(4.21)ٓضب 

W. ٍ346 :اُغ٘ذ عؼش(4.22) ٓضب 

X. (4.19 )347 :اُغ٘ذ ػ٠ِ اُؼبئذ ٓؤششاد 

 348 اُؼبد١ اُغ٘ذ ػ٠ِ اُؼبئذ ٓؼذٍ( 4.19.2)

Y. اُشأعٔب٢ُ اُشثؼ (capital gain CG) 350 

Z. (4.20 )اُغ٘ذ اُؼبئذػ٠ِ ٓ٘ؾ٠٘ (Yield Curve:) 354 

IX. 355 (اُطج٤ؼ٢) اُؼبد١ اُؼبئذ ٓ٘ؾ٠ 

A. الأكو٢ اُؼبئذ ٓ٘ؾ٠٘ (أُغز١ٞ( )flat yield curve :) ُ٣زخز 

 ٣ؼط٢ ٝٛٞ(. 4.12) اُشٌَ ك٢ ًٔب ،(أُغز١ٞ) الأكو٢ اُٞظغ رغ٤ٔزٚ، ٖٓ أُ٘ؾ٠٘، ٛزا

ٞ   ٝػ٠ِ ٓخزِلخ، ٝإشبساد   ٓؼِٞٓبد   أُغزضٔش٣ٖ ٌّٖ ٗؾ  ٖٓ ًغٔبػخ، أُغزضٔش٣ٖ، لا٣ُٔ

َُ  ٣ٝلغشٙ. أُغزوجَ رٞهؼبد روش٣ش  356 .اُخبصخ ثطش٣وزٚ ْٜٓ٘ ٝاؽذ   ً
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VIII 

 

B. 357 (أُوِٞة) أُؼٌٞط اُؼبئذ ٓ٘ؾ٠٘ 

C. (4.21 )الأثذ٣خ اُغُ٘ب٤ٛخ(Perpetuity:) 358 

X. 5 363 

A. 363 الاهزصبد٣خ ٝرطج٤وبرٜب أُشزوخ 

 363 :أُشزوخ( 5.1) .1

B. ٍ364 :اُٜ٘ب٣خ ثبعزخذاّ اُذاُخ ٓشزوخ(5.1) ٓضب 

 375 :ثبلأسهبّ اُزشث٤ؼ٤خ اُذاُخ ُٓشزوخ( 5.3) ٓضبٍ .1

C. ٍ379 :اُٜ٘ب٣خ ثٞاعطخ أُشزوخ(5.5) ٓضب 

D. (5.2 )ٖ380 :الاشزوبم ٝٓجبدا هٞا٤ٗ 

E. 380 :اُضبثذ اشزوبم 

F. ٕٞٗ381 :اُوٞح هب 

G. ٍ381 :اُخط٤خ اُذاُخ( 5.6) ٓضب 

H. ٍ383 :ٓشزوخاُذاُخ( 5.9) ٓضب 

 383 :اُعشة هبٕٗٞ -د .1

I. ٍ383 :أُشزوخ( 5.10) ٓضب 

 384 :اٌُغش هبٕٗٞ -ٛـ .1

J. ٍ384 :اٌُغش ٓشزوخ(5.11) ٓضب 

K. ٍ385 :اٌُغش ٓشزوخ( 5.12) ٓضب 

L. ٍ385 :اُِٞؽ ٓشزوخ(5.13) ٓضب 

M. ٍ386 :اُِٞؽ داُخ ٓشزوخ(5.14) ٓضب 

N. ٍ386 :اُِٞؽ داُخ ٓشزوخ)( ٓضب 

O. ٍ387 :ٓشزوخاُذاُخ( 5.15) ٓضب 

P. ٍ387 :ٓشزوخاُذاُخ( 5.16) ٓضب 

Q. ٍ388 :أُشزوخ( 5.17) ٓضب 

R. ٍ388 :ٓشزوخاُذاُخ( 5.18) ٓضب 

S. (5.3 )أُشٝٗبد(Elasticities:) 389 

T. ٍاُغؼش٣خ اُطِت ٓشٝٗخ( 5.19) ٓضب(Price Elasticity of 

Demand:) 391 
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IX 

 

U. ٍ392 :ؼش٣خاُغ اُطِت ٓشٝٗخ( 5.20) ٓضب 

V. ٍأُزـ٤شح اُغؼش٣خ اُطِت ٓشٝٗخ( 5.21) ٓضب (Variable 

Price Elasticity of Demand:) 393 

W. ٍُِؼٔبُخ اُؾذ١ ه٤ٔخاُ٘برظ( 5.22) ٓضب(Marginal Revenue 

Product  (MRP):) 395 

X. ٍ411 أهص٠( 5.24) ٓضب 

Y. 411 :ُِؼٔبُخ ؽذ١ ٗبرظ 

Z. ٍ413:الإعٔب٢ُ أُؾ٢ِ اُ٘برظ ُ٘ٔٞ اُؼظ٠ٔ اُٜ٘ب٣خ( 5.25) ٓضب 

AA. ٍ414 :ا٤ٌُِخ اُزٌب٤ُق ٓزٞعػ(5.26) ٓضب 

BB. ٍ417 :الإ٣شاداد أػظْ( 5.27) ٓضب 

CC. (5.5 )اُع٤٘ٔخ اُذاُخ(Implicit Function:) 429 

DD. ٍ432 :اُع٤٘ٔخ ٝأُشزوخ الإٗزبط داُخ( 5.32) ٓضب 

EE. (5.6)اُغضئ٤خ أُشزوخ(Partial Derivative:) 435 

FF. ٍٓزؼذدح ُِذاُخ ٝاُضب٤ٗخ الأ٠ُٝ اُغضئ٤خ، أُشزوخ( 5.34) ٓضب 

 437 :أُزـ٤شاد

GG. ٍ440:راربُٔزـ٤شاربُٔزؼذدح ُِذاُخ اُغضئ٤خ أُشزوبد( 5.35) ٓضب 

HH. ٍ443 :اُغضئ٤خ أُشزوخ( 5.36) ٓضب 

II. ٍ444 :اُغضئ٤خ أُشزوخ(5.37) ٓضب 

JJ. ٍ444 ٓشٝٗبد(5.38) ٓضب 

KK. 444 :اُطِت 

LL. 446 :اُغؼش٣خ اُطِت ٓشٝٗخ 

MM. 447 :ُِذخَ ثبُ٘غجخ اُطِت ٓشٝٗخ 

NN. ٍدٝؿلاط -ًٞة إٗزبط داُخ( 5.39) ٓضب(Cobb-Douglas:)

 449 

OO. ٍ458 :اُغشط ٗوطخ(5.40) ٓضب 

PP. ٍ459 :ٓزـ٤ش٣ٖ ك٢ ُذاُخ اُصـشٟ اُٜ٘ب٣خ)(  ٓضب 

QQ. ٍاُصؾق هشاءح ػ٠ِ أُجزٍٝ ٝاُضٖٓ اُلشد دخَ( 5.41) ٓضب 

 461 :ا٤ٓٞ٤ُخ
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X 

 

RR. ٍ464 :ا٤ٌُِخ أُشزوخ( 5.42) ٓضب 

SS. ٍ465 :ا٤ٌُِخ أُشزوخ( 5.43) ٓضب 

TT. ٍ465 :ا٤ٌُِخ أُشزوخ( 5.44) ٓضب 

XI. 467 اُخبٓظ اُلصَ ٝرٔبس٣ٖ اعئِخ 

A. ٍ473 :الإٗزبط ػ٘بصش ٖٓ اُلع٠ُِ اُؾبُخ( 6.1) ٓضب 

B. ٍ494 :الإٗزبط ٖٓ اُوصٟٞ ا٤ٌُٔخ(6.4) ٓضب 

C. ٍض٠ِ اُؾبُخ – ًِلخ ٝأهَ إٗزبط أػظْ( 6.5) ٓضب ُٔ  496 :اُ

D. ٍُٔغزِٜي عِٞى(6.7) ٓضب  Utility( )أُ٘لؼخ رؼظ٤ْ) اُ

Maximization:) 499 

E. ٍأُغزِٜي إٗلبم داُخ اشزوبم(6.8) ٓضب (Expenditure 

Function:) 503 

XII. 514 اُغبدط اُلصَ ٝرٔبس٣ٖ اعئِخ 

XIII. 7 517 

XIV. ٍ517 أُضِض٤خ اُذٝا 

XV. 528 اُغبثغ اُلصَ ٝرٔبس٣ٖ اعئِخ 

XVI. 529 رب٣ِٞس عِغِخ 

A. ٍ533 :اُؾذٝد ٓزؼذدح اُذاُخ(8.3) ٓضب 

XVII. (8.2 )رب٣ِٞس عِغِخ (Taylor series:) 533 

A. ٍ534 :اُشاثؼخ اُذسعخ ٖٓ ثغِغِخ اُذاُخ رٔذ٣ذ( 8.4) ٓضب 

B. ٍ535 :ثبلأسهبّ رب٣ِٞس عِغِخ( 8.5) ٓضب 

C. ٍ536 :اُذاُخ رٔذ٣ذ( 8.6) ٓضب 

D. ٍ537 :ثبلأسهبّ رب٣ِٞس عِغِخ( 8.7) ٓضب 

E. ٍ540 :رب٣ِٞس عِغِخ( 8.8) ٓضب 

F. ٍ541 :ا٤ٌُِخ اُزٌب٤ُق داُخ( 8.9) ٓضب 

G. ٍ542 :ٓزـ٤ش٣ٖ ٖٓ رب٣ِٞس عِغِخ( 8.10) ٓضب 

XVIII. 546 اُضبٖٓ اُلصَ اعئِخ 

XIX. 9 547 

XX. 547 اُزٌبَٓ ٓجبدٟء 
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XI 

 

XXI. (9.2)ٖ552 :اُزٌبَٓ هٞا٤ٗ 

A. ٍ553 :اُضبثذ رٌبَٓ( 9.2) ٓضب 

B. أُزـ٤ش ٓؼٌٞط رٌبَٓ–ط (X)، أ١ (1/X )ٞٛ 554 

C. ٗبث٤ش صبثذ رٌبَٓ–د (e )ُٔزـ٤ش ٓشكٞع (x)ٞٛ 554 

D. ُذاُخ ٓشكٞع اُضبثذ رٌبَٓ-ٛـ(
bxa)ٞٛ 555 

E. ٍ556 :ثؼذد ٓعشٝة ٓزـ٤ش رٌبَٓ( 9.7) ٓضب 

F. ٍ557 :اُذاُخ رٌبَٓ( 9.8) ٓضب 

G. ٍ558 :ثبُزؼ٣ٞط اُزٌبَٓ( 9.9) ٓضب 

H. ٍ559 :ثبُزؼ٣ٞط اُزٌبَٓ(9.10) ٓضب 

I. ٍُٔؾذد اُزٌبَٓ( 9.11) ٓضب  560 :اُ

J. ٍ561 :أُ٘ؾ٠٘ رؾذ أُغبؽخ( 9.12) ٓضب 

K. أُغزِٜي كبئط (consumer surplus (CS) )ٞٛ أُغبؽخ 

   إرٕ. اُؼٔٞد١ أُؾٞس ٓغ اُطِت ٓ٘ؾ٠٘ اُزوبء ٝٗوطخ اُزٞاص٢ٗ اُغؼش ث٤ٖ أُؾصٞسح

564 

XXII. أُ٘زظ كبئط (producer’s surplus (PS) )ٞٛ أُغبؽخ 

  إرٕ. اُؼٔٞد١ أُؾٞس ٓغ اُؼشض ٓ٘ؾ٠٘ اُزوبء ٝٗوطخ اُزٞاص٢ٗ اُغؼش ث٤ٖ أُؾصٞسح

565 

A. ٍ566:ع٢٘٤ ٝٓؼبَٓ ُٞسٗض ٝٓ٘ؾ٠٘ اُذخَ رٞص٣غ( 9.17) ٓضب 

XXIII. 570 اُزبعغ اُلصَ اعئِخ 

XXIV. 571 (1)ِٓؾن 

XXV. 574 ٝاُزلبظَ اُزؾ٤ِ٤ِخ ٘ذعخاُٜ ٓشاعغ 

XXVI. َ575 ًبٗػ إٓب٣ٞ٤ٗ 

XXVII. 10 577 

XXVIII. 577 اُخط٢ اُغجش 

A. اُ٘وطخ ؽص٤ِخ) اُذاخ٢ِ اُ٘برظ هبػذح()inner or dot 

product)، اُضبثذ ا٢ٌُٔ اُعشة ٗبرظ الأؽ٤بٕ ثؼط ك٢ ٝرغ٠ُٔ(scalar product .)

 أُزًٞس٣ٖ ٝا٤ٌُٔبد الأعؼبس ٓزغ٢ٜ ُذ٣٘ب إٔ اكزشظ٘ب ُٞ: اُزب٢ُ أُضبٍ ك٢ ًٔب ٝرزْ

 صق، ٓزغٚ أؽذٛٔب ثغؼَ أػلاٙ اُوبػذح ؽغت ظشثٜٔب ٗبرظ ػ٠ِ اُؾصٍٞ ٣زْ. أػلاٙ
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XII 

 

 ػ٤ِٔخ ٝرزْ ،(اُغٜز٤ٖ ك٢ ٓزغب٣ٝب   اُو٤ْ ػذد ٣ٌٕٞ إٔ شش٣طخ) ػٔٞد ٓزغٚ ٝاُضب٢ٗ

 578 ثبُؼٔٞد اُصق ثعشة اُوج٢ِ اُعشة

B. ٍ582 :أُزغٜبد( عٔغ) غشػ( 10.1) ٓضب 

C. ٍ589 :أُصلٞكخ ٓ٘وٍٞ( 10.3) ٓضب 

D. (10.4)591 :أُصلٞكبد ٝغشػ عٔغ 

E. ٍ596 :ثٔ٘وُٜٞب أُصلٞكخ ظشة( 10.9) ٓضب 

F. ٍ600 :أُصلٞكبد ظشة( 10.10) ٓضب 

G. (10.7)أُصلٞكخ ٓؼٌٞط(Inverse Matrix:) 611 

H. ٍ617 :سثبػ٤خ ٓصلٞكخ ٓؾذدح( 10.17) ٓضب 

I. ٍ627 :أُغبٝسح أُصلٞكخ( 10.20) ٓضب 

J. ٍا٤ٗ٥خ أُؼبدلاد ٝؽَ أُؼٌٞعخ أُصلٞكخ( 10.23) ٓضب:

 629 

XXIX. (10.11 )632 :أُؼٌٞعخ أُصلٞكخ خٞاص 

XXX. (10.13)أُصلٞكخ سرجخ(Matrix Rank:) 640 

A. ٍ641 :أُصلٞكخ سرجخ( 10.28) ٓضب 

B. ٍ670:أ٣ـٖ ٝٓزغٜبد ٝه٤ْ اُغ٢ٌ٘ اُج٘بء ؽشًخ( 10.37) ٓضب 

C. (10.17 )٤ٛش٤بٕ ٓصلٞكخ(Hessian matrix:) 679 

D. ٍ685 :أُصلٞكبد ثبعزخذاّ اُٜ٘ب٣خ( 10.39) ٓضب 

E. ٍ690 :ٓزـ٤شاد صلاصخ ك٢ ُذاُخ اُٜ٘ب٣خ( 10.41) ٓضب 

F. (10.20 )702 :ساكغٕٞ – ٤ٗٞرٖ غش٣وخ 

G. ٍ709 :ٝاُٜ٘ب٣خ ساكغٕٞ – ٤ٗٞرٖ غش٣وخ( 10.44) ٓضب 

XXXI. 719 اُشئ٤غخ أُصطِؾبد 

XXXII. 721 ٝرٔبس٣ٖ أعئِخ 

XXXIII. 724 ٓخزبسح ٓشاعغ 

A.   724 :اُخط٢ اُغجش: أٝلا 

B.   724 :ٝاُزلبظَ اُزؾ٤ِ٤ِخ ٝاُٜ٘ذعخ الأعبع٤خ أُلب٤ْٛ: صب٤ٗب 

C.   725 :ٓزؼذدح ؽذ٣ضخ ٓشاعغ: صبُضب 

D.   727 :أُصلٞكبد:ساثؼب 
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XIV 

 

 

 

 

 
 اٌحدبج ثٓ ِطش

. لإقميدسكتاب العناصر . وكاف أوؿ مف ترجـ 833و 786، عاش بيف عالـ رياضيات عربي
. وأعاد ترجمة كتاب العباس، عبد الله المأموف يأبلمخميفة العباسي ترحمو مرةثانية و 

 .مبطميموسالمجسطي
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 ( أُلب٤ْٛ الأعبع٤خ1) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

2 

 

1 

I. اٌّجبديء الأوٌُخ 

 

 :(Real Numbers)الأػذاد اُؾو٤و٤خ( 1.1)

 natural numbers)ا الأعداد الطبيعيةدعنا نُعرّؼ
 بأنيا مجموعة الأعداد التي نستعمميا في عَدِّ أو قياسِ 

رجاؿٍ   3ا، مثؿ:  … 0,1,2,3الأشياءِ مف حولنا، ا
  ديناراً، 50  تفاحاتٍ وا4  نساءٍ، وا5او
الأعداد . ونُعرّؼمف البناء 2  ـ10041.3وا

بأنيا مجموعة الأعداد التي لا  (integers)الكاممة
تحتوي كسوراً، لكنيا تحمؿ اشارات اسالبة، أو 

اسيب حو   5ا، واشتريت رجاؿٍ   3ا، مثؿ: جاء موجبة 
   دنانير.5، وخسرت اشركات  3ا، وأفمست 
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كامؿ إلى  ، بأنو نسبة عددٍ rational)) الكسر ونُعرّؼ

  3/4  كغـ مف التفاح، وا1/2اد طبيعي، مثؿ عدٍ 
 مف الماء.3ـ

مف ىذه التعريفات البسيطة والميمة، نشكّؿ ما يسمى 
 المجموعة الكونية، وىي الأعداد الحقيقيةمجموعة

 مجموعة الأعداد  التي تضـ universal setا
 رمز وعادة ما يُ  الطبيعية، والكاممة، والكسور.

مستقيـ،  خطٍ  ويتـ تخيُميا عمى شكؿِ  ، ليا بػ  ا
 فريدٌ لانيائي الطوؿ، بحيث يقابؿ كؿ نقطة عميو عددٌ 

متكرر عمى نفس  ، وغيرُ ، لا مثيؿ لوunique)ا
. فمثلًب  (numbers' line)خط الأعدادالخط، ويُسمى
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  ليس موجوداً إلا في موقعٍ  واحدٍ، وواحدٍ فقط، 2ا
 عمى خط الأعداد.  ،فريد مف نوعو

 (1.1شكؿ )

 
 

 ، ليست موجودة إلا  ، النسبة التقريبية اطوكذلؾ ا
في موقعٍ  واحدٍ، وواحدٍ فقط، عمى خط الأعداد. وفي 
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بس عنو، يمكننا وترسيخو ونفي المُ سبيؿ تأكيد المفيوـ 
تمثيؿ خط الأعداد بأفراد البشر جميعاً، الذيف وُجدوا 

سابقاً، والموجوديف حالياً، والذيف سيكونوا في 
المستقبؿ. فكؿ شخصٍ منيـ ىو فريدٌ مف نوعو، ولا 
يُتخيؿ إلا أف يكوف نفسو وليس غيره، ولا يتكرر أبداً. 

صمة الفرد الإنساف ويمكفُ تمثيؿ الفكرة نفسيا في ب
 التي لا تتكرر، فيي فريدة لكؿ فردٍ إنساف.

 
 
 

 
، 1.6، 1.5، 1.4، 1.3، 1.2، 1.1الأشكاؿ اتوضح 
ومبادئيا  الأعداد الحقيقية مفيوـ  ،1.8، 1.7

 ، وما ينتجُ عنيا عندما تتفاعؿ مع بعضيا .الأساسية
 وتشرح ىذه الأشكاؿ نفسيا بنفسيا.

 . Arabic numerals  إلى العرب، وليذا السبب تُسمى ا…,3 ,2 ,1يُعزى أختراع الأرقاـ ا
أراد تمييز كؿ رقـ عف الآخر بعدد الزوايا الموجودة في شكؿ الرقـ. فيحتوى  ياويقاؿ بأف الذي ابتدع

. الصفرالواحد زاوية واحدة، ويحتوي الإثناف زاويتيف، وىكذا. وكاف أىُـ إبداعات العرب اختراع 
   مف اختراع عمماء الحساب العرب في القرنيف الثامف والتاسع.algebraا عمـ الجبرويعتبر 
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: امتداد الأعداد إلى يميف ويسار الصفر (1.1شكؿ )
 )المركز(
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 الأعدادصفة كثافة خط : (1.1شكؿ )

 
 

 ( الأعدادuniqunessصفة فردية ): (1.1شكؿ )

 
 

 القيمة المطمقة:(1.1شكؿ )
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  ،absolute valueا القيمة المطمقةعادة ما تكتب
أي التي نأخذىا ككمية موجبة، حتى لو كانت سالبة 

 أصلًب، كما يمي:
6,...,,10,1  
 

 حيث 
66,1010,11  

أف المسافة إلى يسار الصفر تساوي ويُقصَد بذلؾ 
، ويحمؿ اً المسافة إلى يمينو إذا كاف العدد متشابي
  في الشكؿ 6إشارة معاكسة. ومثاؿ عمى ذلؾ العدد ا

  .1.5ا
 نشؤ الكسر: (1.1شكؿ )
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 ، أو 4  إلى ا15-  مف نسبة ا15/4-تنشأ الكمية ا
 .  1.6  كما في الشكؿ ا4-  إلى  ا15مف نسبة ا

 (1.1شكؿ )

 
 

 ، بالنظر b  و اa  تكوف قيمة ا1.7مف الشكؿ ا
وأخيراً   ، عمى التوالي. b=-4  و اa = 2.5فقط، ا

، الحقيقية مجموعة الأعداديوضح   1.8فإف الشكؿ ا
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، وىي تختصر والمجموعات الفرعية المنبقثة عنيا
 . 1.1الشكؿ ا
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 (1.1شكؿ )

 
اليامة، مجموعة مف الصفات ب الأعداد الحقيقيةتتميز 

جدوؿ أدناه تقيد بيا عند التعامؿ معيا. وفي اللابد منال
 وأمثمة عمى كؿ واحدة منيا: قائمة الصفات

 

 مثاؿ الصفة
في التبادليةالصفة
 الجمع

Commutative 

in Addintion 

XYYX  

5445  

 التبادلية الصفة
 في الضرب

Commutattive 

XYYX  

5445  
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in 

Muliplication 
 الترابطية الصفة

 في الجمع
Associative in 

Addition 

ZYXZYX  )()( 

3)45()34(5  

 الترابطية الصفة
 في الضرب

Associative in 

Multiplication 

ZYXZYX  )()( 

3)45()34(5  

 التوزيعيةالصفة
Distributive 

ZXYXZYX  )( 

3545)34(5  
الجمعية الصفة

 لممتساوية
Additive 

Identity 

XX  0 

505  

 الضربية الصفة
XX 1 
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 لممتساوية
Multiplicative 

Identity 

515  

الجمعية الصفة
 المعاكسة

Additive 

Inverse 

0)(  XX 
0)5(5  

الضربية الصفة
 المعاكسة

Multiplicative 

Inverse 

0,1
1









X

X
X 

1
5

1
5 







 

 Zeroالصفر صفة

Property 
00 X 

 
 densityا الكثافةصفة ذُكر تُضاؼُ إلى كؿ ما

property حقيقي  عددٍ  بيف كؿِ  ، التي تقوؿ بأف
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، كما في الشكؿ حقيقي آخر يوجد عدد حقيقي وعددٍ 
 . 1.9ا
 
 

 (1.1شكؿ )

 

 :الصفة التوزيعية( 1.1مثاؿ )
،  1.10الدينا قطعة الأرض المُبينة في الشكؿ 

 والأبعاد المثبتة عمييا.
 (1.11شكؿ )
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   كجزءٍ 1بطريقتيف:   Aايمكننا حساب المساحة 
بجمع   2واحد، وذلؾ بضرب الطوؿ في العرض. أو 

  .Cالجزء امع   Bالجزء ا
 حسابيا كجزء واحد:

155)3(5  XXA 

  .C  إلى الجزء اBحسابيا بجمع الجزء ا

155

1553

55







XCBA

C

XXB 
 :اُصلخ اُزشاثط٤خ( 1.2ٓضبٍ )

وعميو الأبعاد ،  1.11نا الخزاف المُبيف في الشكؿ الدي
 .مثبتة

  1.11شكؿ ا
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 :الخزاف  Vايبمغ حجـ 
... YXZXZYZYXV 

 :أيف المشكمة  1.3مثاؿ ا
 (، ُٝزُي رA=Xٌٕٞ) لنفترض بأف

 

XAAA  

XAXA

XXAXA

XAA







)(2

222

2

 

 ، نحصؿ عمى(A-X) بقسمة الطرفيف عمى

12

)(2












XA

XA

XA

XA

 

 ؟أيف المشكمة؟ ىؿ ىذا منطقي وصحيح
 :(Variable)المتغير 1.2ا

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:32 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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، مف حقيقية، متجانسةالمتغير بأنو كمية عرّؼيُ 
شيء ما،  تتغير قيمتيا مف حيف لآخر،ومف حالة 

، أو أنو نوعٌ أو جوىرٌ أو تبعاً لآلية معينة، إلى أخرى
. وفي العالـ الذي صفة تتغير مف حالة إلى أخرى

بنا المتغيرات مف كؿ جانب. فأطواؿ  نعيش تحيطُ 
الأشخاص وأوزانيـ ودخوليـ وأذواقيـ وعدد السكاف 

والحوادث وحجـ الاستيلبؾ والإنتاج والإستثمار 
والصادرات والدخوؿ وأسعار السمع والأسيـ ... 

إلخ، ىي أمثمةٌ والجنس والموف والصفات المتعددة ...
ات أو الصفعمى متغيراتٍ بسيطة. فيذه الكميات 

تختمؼ مف حالة إلى أخرى، فطوؿ محمد مثلًب يختمؼ 
عف طوؿ عمي، ووزف الجمؿ يختمؼ عف وزف الفيؿ، 
والدخؿ الوطني للؤردف يختمؼ عف الدخؿ الوطني 
لممغرب، وثقافة الشرؽ تختمؼ عف ثقافة الغرب، 
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، والذكر يختمؼ وأسعار القمح تتغير حسب المواسـ
 ... وىكذا. عف الأنثى

نَؼ المتغيرات، في إطار البحث العممي وعادة ما تُصَ 
لمدور  ، وذلؾ تبعاً الصرؼ، تحت مسميات مختمفة

الذي يؤديو المتغير. فإما أف يكوف المتغير 
أي ىو الذي يُحدد قيمة   ،independentامستقلً 

أي يتـ تحديده   ،dependentاتابعاً أو  متغير آخر،
أي يُحدد   ،moderatingاوسيطاً مف متغير آخر،أو 

أو  ،يفاتجاه وقوة العلبقة بيف متغير 
، أي يُساعد عمى بمورة نتيجة  interveningامتدخلً 

. وقد يختمؼ الدور الذي يؤديو التفاعؿ بيف متغيريف
المتغير مف حالة إلى أخرى، فربما يكوف مستقلًب في 
وضع، ثـ يصبح تابعاً في وضع آخر، وسيطاً في 

 خرى.ظاىرة ودخيلًب في ظاىرةٍ أ
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 المتغير العددييأتي المتغيرُ عمى نوعيف: الأوؿ ىو 
 numerical orاأو الرقمي، أو الكمي  ا

quantitative variable ،كالأطواؿ، والأوزاف  
 والأسعار، والأعمار...إلخ.

 

 
اأو الكيفي أو الصوري،  المتغير النوعيأما الثاني فيو
 ، كالنوع اذكر qualitative variableأو الوىمي  ا
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أو أنثى ، والموف اأبيض، أسود، ... ، والرأي انعـ، 
لا ، والجية الجغرافية اشماؿ، جنوب ...  

...الخ.ويوصؼُ العدد مف حيث المقياس الذي 
مقياس في إطار أربعة مقاييس:، يندرجتحتو

 ، وىو المقياس الذي ليس لو interval scaleاالفترة
ثمة عميو مقياس الحرارة صفر حقيقي. ومف الأم

فقد نختار أية ، افيرينيايت، مئوية أو درجة كالفيف 
قيمة باعتبارىا الصفر. وتعتبر خطوط الطوؿ والعرض 

التي نستخدميا في الملبحة الجوية والبحرية مف 
مقاييس الفترة، حيث تـ استخداـ بمدة غرينتش قرب 
لندف المكاف الذي تنطمؽ منو الخطوط إلى الشرؽ 

مقياس غرب. أما المقياس الثاني فيو وال
 ، وليذا المقياس صفر حقيقي، ratio scaleاالنسبة

ومثاؿ عميو أطواؿ الأشياء وأوزانيا وأبعادىا. والمقياس 
 nominalا،المقياس الإسمي أو التصنيفيالثالث ىو
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orcategorical scale. ؼ ومثاؿ عميو تصني
مثؿ ذكر أو أنثى. أما  الأشخاص تحت أوصاؼ

المقياس المقياس الرابع والأخير فيو
 ، ومف خلبلو يتـ ترتيب ordinal scaleاالترتيبي

الأشياء حسب نظاـ معيف: تصاعدي، تنازلي مف 
حيث التفضيؿ اأو عدمو   ...الخ. ومثاؿ عمى ىذا 

الأخير أف يقوـ الشخص بترتيب الأشياء حسب 
حب التفاح أكثر مف تفضمو ليا، كأف نقوؿ أف فلبف يُ 

البرتقاؿ، ويحب البرتقاؿ أكثر مف المشمش، فيكوف 
 التفاح، بالضرورة، أفضؿ مف المشمش.

 

 صفتوو  المتغير وصفو ووظيفتو
عادة ما يكوف تابعاً، 
ويأخذ إحدى قيمتيف: 
صفر أو واحد صحيح 

 Binary orا الثنائي

Dichotomous  
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ليرمز إلى حالة وحالة 
فشؿ ،  ،معاكسة:ا نجاح

 اتحسف،لاتحسف ...إلخ
عادة ما يكوف مستقلًب أو 

  predictorامتنبئاً 
ويأخذ إحدى قيمتيف: 
صفر أو واحد صحيح 

ليرمز إلى نوع أو جنس أو 
صفة: اذكر، أنثى ، 
 امتزوج، خلبؼ ذلؾ .

  الإسميا التصنيفي
 Categorical orا

Nominal  

يتراقى فعؿ ىذا المتغير 
إذا تـ استخداـ متغيرات 

مختمفة لقياس نفس الأثر. 
وعمى سبيؿ المثاؿ 

  الغامضا المُربؾ
  Confoundingا
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استخداـ أساليب تدريسية 
مختمفة مف قبؿ مدرسيف 
مختمفيف لمعرفة تطور 

 .لبامعرفة الط
ليس مقيداً أو محصوراً في 

قيـ معينة. ومثالًا عميو 
 الزمف.

  الفترةا المُتصؿ
 Continuous orا

Interval  
متغير دخيؿ لايرغب 

الباحث في اختباره، وعادة 
 ما يرغب في ضبطو.

، المُشترؾا المضبوط
  العرضي أوالدخيؿ 

 Control orا

Covariate  
الأثر المفترض في دراسة 

. وىو غير تجريبية
الظاىرة أو المُتغير المراد 

  Criterionا المعيار
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 التنبؤ بو.
دراسة الأثر المفترض في 

. أي المُتغير تجريبية
و والتنبؤ بو، المراد قياس

 يا.وىو الظاىرة نفس

  الظاىرةا التابع
  Dependentا

 كاممةقيمة  لايأخذ إلا
 ، سالبة أو Integerا

موجبة. قد يكوف تابعاً أو 
 مستقلًب.

  منفصؿا متقطع
  Discreteا

، يأخذ تصنيفيمتغير 
أكثر مف قيمتيف. ومثالًا 
الجيات الجغرافية، أو 
الحالة الإجتماعية: 

متزوج، أعزب، مُطمؽ، 

  صورّيا وىمي
  Dummyا
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 أرمؿ.
متغير مُحدد القيمة 

منظومة  داخؿوالسموؾ 
آنية، أي المنظومة السببية 

  .causal systemا

  جوانيا داخمي
  Endogenousا

متغير مُحدد القيمة 
منظومة  خارجوالسموؾ  

أي المنظومة آنية، 
 causalالسببيةا

system.  

  برانيا خارجي
  Exogenousا

دراسة المُتغير المُسبب في 
. وعادة ما يتـ تجريبية

ضبط بقية المتغيرات 
 المُسببة الأخرى.

  Independentا مُستقؿ
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يُفسِر علبقة بيف متغيرات 
ضح العلبقة و أخرى، أو يُ 

السبببية بيف متغيرات 
 دورومثاؿ عميو  خرى.أ

المؤسسات في الإنتاج 
 والأداء الاقتصادي.

 أومتوسط ا  مُتدخؿ
  Intervening  اوسيط

غير مُلبحظ، لكنو موجود 
إفتراضاً كي يُفسر 
ومثلًب  متغيرات أخرى.
المنفعة عميو متغير 

  وتفسيره لسموؾ utilityا
 المستيمؾ

  Latentا كامف

 
 :العددي المتغير( 1.1مثاؿ )
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5,5

105





XY

XY 
 

 :العددي المتغير( 1.1مثاؿ )
2

10


X
Y 

5X 
 :العددي رالمتغي( 1.1مثاؿ )

40

1025.0





X

XY 
فيما يمي بعض الأمثمة عمى متغيرات كمية تندرج 

 تحت المقياس النسبي:
 

 (1111)ٌٍؼبَ  الزصبداد فٍ اٌؼبٌُ ثلاثخألىي 

 

 

اٌمىح 

اٌؾشائُخ
1

 

)رشٌُىْ 

 

 الالزصبد 

 

 

 ْ َ ج

)ثبلإعؼبس 

 اٌدبسَخ(

 

 الزصبد

 

                                                 
 دولة أخرى. قوة الشرائية لعممةالالعممة عمى شراء السمع والبضائع في دولة ما مقارنة مع  قوة - 1
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)رشٌُىْ  دولاس(

 دولاس(

اٌىلاَبد  13.860

 اٌّزحذح

الإرحبد  15.900

 الأوسوثٍ

اٌىلاَبد  14.620 اٌصُٓ 7.043

 اٌّزحذح

اٌصُٓ  5.879 اٌُبثبْ 4.305

 اٌؾؼجُخ

 

=  ْ َ ج) .(CIA, Factbook, 2010أُصذس )

 اُ٘برظ أُؾ٢ِ الإعٔب٢ُ(

 
مع ملبحظة الفرؽ بيف القيمة الأسمية لمناتج المحمي 
الإجمالي وقيمتو مف حيث القوة الشرائية لعممة الدولة 

 داخؿ الدوؿ ذاتيا.
 (1111)ٌٍؼبَ  خُىػ أفبلب ً أػًٍ ثلاثخ

 

إٌغجخ ِٓ 

)ْ َ ج( 

)ثٍُىْ الإٔفبق 

 دولاس(

 خُؼ
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)%( 

اٌىلاَبد  663.225 3.4

 اٌّزحذح

اٌصُٓ  98.800 2.0

 اٌؾؼجُخ

 ثشَطبُٔب 69.271 2.5

أُصذس: ٓؤعغخ عزًُْٜٞٞ اُذ٤ُٝخ لأثؾبس            

 اُغلاّ.
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ِٓ حُث ِزىعػ دخً اٌفشد  أػًٍ خّغخ الزصبداد

(1111) 

 

 ِزىعػ دخً اٌفشد

)أٌف دولاس  

 أِشَىٍ عٕىَب ً(

 

 الزصبد

 

 لطش 83.841

 ٌىوغُجىسؽ 78.395

 إٌشوَح 52.561

أُصذس: ص٘ذٝم اُ٘وذ                            

 (2010اُذ٢ُٝ)

 (:Interval)الفترة 1.3ا

 الأعداد الحقيقية، مف  subsetاجزئيةمجموعةىي 
 يحتميا المتغير عمى خط الأعداد، كأف نقوؿ، مثلًب،

قؿ عف تسمير لا   التي يمتمكياxبأف عدد السيارات ا
   سيارات:5ا
5x 
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  يأخذ أية قيمة مساوية لػ xأف المتغير ابمما يعني 
بأف أحمد    أو أكبر منيا. أو أف نقوؿ، مثلًب،5ا

   في جيبو:y  دنانير ا5يحمؿ أقؿ مف ا
 
5y 
 

  .5  يأخذ أية قيمة أقؿ مف اyمما يعني أف المتغير ا
مُغمقة مف  ،5xتكوف الفترة في الحالة الأولى، حيث او 

في  5، وىو الحد الأدنى الذي يأخذه المتغير، االأسفؿ
، أي لا نياية مفتوحة مف الأعمىىذه الحالة ، لكنيا 

 كتب بالصيغة التالية:ليا. وتُ 
 
),5[  
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  أف bracketا   ]إذ يعني طرؼ القوس المُكّعب ا
الفترة مُغمقة مف طرفيا الأيسر، أما الطرؼ الأيمف، 

  parenthesis  ا )أي القوس الدائري االيلبؿ  ا 
كتب فيعني أف الفترة مفتوحة مف الجية العموية. وتُ 

 الحالة الثانية كما يمي:
)5,( 
 

مما يعني أف الفترة مفتوحة مف الجيتيف. والحديث عف 
المتباينة في الجزء أدناه يُبيف مفيوـ الفترة مف خلبؿ 

  كيفية النظر إلى 1.12ويوضح الشكؿ ا 2الأمثمة.
 الفترة والأقواس المستخدمة في الفترة.

 (1.11شكؿ )

                                                 
  المتعمؽ برموز المجموعات كما في المثاليف ISO 31-11االمعيار الدوليتستخدـ كتب الرياضيات في أوروبا وأمريكيا اللبتينية  -2

غير   b  مشمولة في الفترة، لكف اa  وتعني أف ا  مشمولة. و اb غير مشمولة في الفترة، لكف اaوتعني أف ا  ا التالييف:
ا يمكف التعميـ. أما في أمريكيا الشمالية والمنطقة العربية ومعظـ الدوؿ الأخرى، تستخدـ الأقواس الدائرية والمكعبة، كما في مشمولة. وىكذ

 الأمثمة أعلبه، والأمثمة الواردة عف المتباينة، أدناه.
 

],] ba[,[ ba
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 الفترة والتعامؿ مع الأقواس

 
 

 (1.11شكؿ )

 
  الفترة التي يحتميا أطواؿ 1.13يحتوي الشكؿا

الرجاؿ، بالمتر، في آخر قياس تـ لمقرف الميلبدي 
العشريف والأعواـ الثلبثة عشر مف القرف الميلبدي 
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،  Hولو رمزنا لمطوؿ بالحرؼ االحادي والعشريف. 
 كما يمي: لكانت فترة أطواؿ الرجاؿ

72.2535.0  H 

   متر.1.6275بمتوسط مقداره ا
 أنو متصؿ ت المتغير الذي يقع في فترة ماصفاومف 

 ، وليس فيو أي انقطاع، ولو مف الناحية مستمرا
 النظرية، عمى الأقؿ.

 
 :(Inequality)(اللبمتساوية)المتباينة (1.4)

 يريف أو أكثر. وعادة ماىي علبقة رياضية بيف متغ
 تأخذ أحد الشكميف التالييف:

حيث تأخذ ، (weak inequality)المتباينة الضعيفة
 الشكؿ

 
xy

xy



 
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 أو أف ا،  x اأكبر مف أو تساوي yا:تقُرأ الأولى

x ا ليست أكبر مف y  .ا:وتقُرأ الثانية y  أقؿ مف أو
 . x اليست أكبر مف(y أو أف ا،  x اتساوي

 
 

 strict)اٌّزجبَٕخ اٌصبسِخ )اٌزبِخ أو اٌذلُمخ(  .1

inequality):ًحُث رأخز اٌؾى : 

 

xy

xy



 
الثانية تقرأ و ، دائماً   xا أصغر مف  yا :تقُرأ الأولى

  1.18ا – 1.14اوالأشكاؿ  .دائماً  xاأكبر مف yأفا
توضح بيانياً معنى المتباينة والفترة التي تشغميا عمى 

 خط الأعداد.
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  غير 4 : وفييا القيمة ا4xالمتباينةا: (1.11شكؿ )
 مشمولة،

 فيي إذف متباينة مفتوحة الفترة 

 
 

  غير مشمولة في 4تشير الدائرة الفارغة إلى أف الػ ا
 الفترة، والسيـ إلى اليسار يشير إلى عدـ نيايتيا.

 
  عدد كامؿ x ، و ا3xالمُتباينة ا: (1.11شكؿ )

  :integerا
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 وكاممة ، 3ا مفتوحة الفترة، وفييا القيـ دائماً أقؿ مف
 العدد.

 
 

)42[المتباينة : (1.11شكؿ )  xغير 2: القيمة ا  
 مشمولة،

  ، 4وتبدأ المتباينة عند أقصى قيمة ليا وىي ا 
 أي أنيا مغمقة مف الأعمى ومفتوحة مف السفؿ 

 

 
  :مفتوحة مف جية الػ 5 ,2-[الفترة : (1.11شكؿ )

  5  ومغمقة مف جية الػ ا2ا

 
 

)1,1()2,(اتحاد الفترتيف : (1.11شكؿ )  U: 
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 كلبىما مفتوحتاف

 
 

 والصورة التالية تعطي معنى عممياً لممتباينة المفتوحة:

 
 

تبُيف الأرقاـ داخؿ المستطيؿ متوسط حصة الفرد مف 
  مقيماً ابالدولار الأمريكي  بالقوة الشرائية ف ـ جا

حسب  -التواليلمعممة الوطنية لكؿ دولة عمى 
وأف حصة  -2010إحصائيات صندوؽ النقد الدولي، 

الفرد في الأردف أقؿ مف مثيمتيا في الجزائر، لكنيا 
أكبر مف مثيمتيا في سوريا، مثلًب. وتُمثؿ نفس المتباينة 

  .1.19عمى خط الأعداد كما في الشكؿ ا
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 (1.11شكؿ )
 

 
 قد تأتي اللبمتساوية عمى شكؿٍ مركب كما يمي:

axy  
   لقيمة ثابتة، مما يعني بأفaحيث ترمز ا

xay  
  دائماً. a-x  أكبر مف أو تساوي اyوبالتالي، تكوف ا

وسنتعمـ كيؼ نتعامؿ مع اللبمتساويات المركبة مف 
  1.12ىذه الشكؿ، وكيؼ نمثميا بيانياً، في الجزء ا

 القادـ.
B. ( قٌمة 7.7مثال ):المتباٌنة 

 
 المتباينة التالية : لنفترض وجود
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102  xy 

  ىي أقؿ مف yتقوؿ ىذه المتباينة بأف قيمة المتغير ا
 . 10المقدار ا   مطروحاً منوxضعؼ قيمة المتغير ا

وبعد إعادة ترتيب المتغيريف، نحصؿ عمى قيمة أحد 
 المتغيريف بدلالة الآخر، كما يمي: 

5
2

1

210

102







yx

xy

xy 

 
C. ( قٌمة المتباٌنة:7.8مثال ) 

 
 :لدينا المعادلة والمتباينة التاليتيف

 
 
41

7





x

yx 
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  و xتخبرنا ىذه المتباينة بأف مجموع قيمة المتغيريف ا
 ، لكف شرطاً مسبقاً قد تـ وضعو عمى 7  ىو اyا

وبالتالي  . 4  و ا1 ، حيث تـ تقييده بيف اxالمتغير ا
 فإف

3y 
D. ( قٌمة المتباٌنة7.9مثال ): 

 
 لدينا المتباينة التالية:

42  x 

تخبرنا ىذه المتباينة بأف القيمة السالبة لضعؼ قيمة 
 .مما يعني بأف 4-  أقؿ مف أو تساوي اxالمتغير ا

  لابد أف تكوف أكبر مف أو تساوي xقيمة المتغير ا
  .2ا
 

2

42

42







x

x

x 
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E. ( قٌمة المتباٌنة7.71مثال ): 

 
  أقؿ مف أو yتخبرنا المتباينة التالية بأف المتغير ا

 . وبالتالي فإف قيمة xيساوي مربع قيمة المتغير ا
  لابد أف تكوف أقؿ مف أو yالجذر التربيعي لممتغير ا
  . xتساوي قيمة المتغير ا

xy

xy



 2

 
F. ( 7.77مثال )قٌمة المتباٌنة: 

1

33

10710103

7103









x

x

x

x
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G. ( قٌمة المتباٌنة المركبة:7.72مثال ) 

86315لنفترض بأف ا  x تخبرنا ىذه المتباينة . 
6315المركبة بأف ا  x وأف ،  

863ا x ويتـ حؿ كؿ متباينة عمى ، في نفس الوقت .
 حده كما يمي. بالنسبة للؤولى، فيي:

x

x

x







7

321

6315 
 أما الثانية، فيي:

3

2

23

863







x

x

x

 
( مشمولتاف7-( و )2/3القيمتاف )
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 ( أُلب٤ْٛ الأعبع٤خ1) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

44 

 

H. ( قٌمة المتباٌنة التربٌعٌة:7.73مثال ) 

 لدينا المتباينة
01072  xx 

كما يمكننا تحميؿ ىذه المتباينة إلى عوامميا الأولية 
 يمي:

0)5)(2(  xx 
 وبالتالي تكوف

505

202





xx

xx 

 
I. (7.5)المعادلة(Equation:) 

 تساوي بيف طرفيف، رياضي عف حالة تعبيرٌ المعادلة 
بحيث يكوف المجموع الكمي في طرؼ، والمكونات 

. في طرؼٍ آخر الكمي الفردية التي شكمت المجموع
 ومثاؿ عمييا المعادلة

xy  3 
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ذا كانت اy = 8 ، فإف اx = 5فإذا كانت ا  = x ، وا 

ذا كانت اy = 3  فإف ا0 - = y  فإف اx = -4 ، وا 

 وتأتي المعادلات عمى شكميف أساسييف:  ، وىكذا.1
 . nonlinearا غير خطية ، و linearا خطية

 لمعادلة الخطية كما يمي:ػ االعامةل صيغةالتكوف و 
0bax 

  مرفوع لمقوة xوفييا يكوف المتغير ا. 0aحيث ا
دلة ومثاؿ عمييا المعا.  1+االواحد الصحيح الموجب 

. أما إذا كانت أكبر قوة مرفوع إلييا المبينة أعلبه
الواحد الصحيح الموجب، فإف  تختمؼ عفالمتغير 

المعادلة تكوف غير خطية. ومثاؿ عمى ذلؾ 
 المعادلات:

0)cos(

1

3

16

5

4

3

2











x

x
t

xz

xw

xy
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ونفترض بدىياً بأف المتغير الذي يحتؿ الطرؼ الأيسر 
، التي تيمنا عدلاتوتأتي المُ   ، فقط.1+مرفوع لمقوة ا

 رئيسة: عمى ثلبثة أنواع في الاقتصاد الرياضي،
ىي  (:definitional equationتعرٌفٌة )معادلة 
.وعمى سبيؿ لمفيوٍـ مُحَدَدْ  تقدُـ تعريفاً معيناً  معادلةٌ 

  GDPالمثاؿ نقوؿ بأف الناتج المحمي الإجمالي ا
 ، والإنفاؽ Cيتكوف مف مجموع الإنفاؽ الاستيلبكي ا

 ، وحاصؿ طرح G ، ونفقات الحكومة اIالاستثماري ا
 . وتكتب ىذه X-Mالصادرات مف المستوردات ا
 المعادلة التعرفية كما يمي:

)( MXGICGDP  
إشارة بيف  ، في سياؽ المعادلة أعلبه،ليس ىناؾ فرؽٌ 

شارةا=  و  ت لمتنبيو إلى نوع عَ   وضِ  ، لكف اا ا 
 المعادلة.
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 الحديةمعادلةالتكاليؼ ومف الأمثمة الأخرى عمييا 

التي عادة ما نعرّفيا كما  ، marginal cost(MC)ا
 يمي:

Q

TC
MC




 

  Q  لمتغير في التكاليؼ الكمية، واTCحيث ترمز ا
وىذه المعادلة تعرّؼ علبقة .لمتغير في الكمية المُنتَجة

 متغير بمتغير آخر.
ىي  (:behavioural equationمعادلة سلوكٌة )

عف سموؾ المتغير محددة مبنية عمى فرضية  معادلة
داخؿ نظاٍـ معيف، وكيؼ يتفاعؿ ىذا المتغير مع بقية 

المتغيرات الأخرى. وعمى سبيؿ المثاؿ نقوؿ بأف 
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  يتحدد بواسطة الدخؿ في Cالإنفاؽ الاستيلبكي ا
 :الاستيلبؾ معادلة

dmpcYaC  
مف الاستيلبؾ  حد الكفاؼػ   لaترمز احيث 

لميؿ الحدي ػ ا  لmpc ، و اsubsistence levelا
 disposableا لدخؿ المتاحاػ   لYdللبستيلبؾ، و ا

income. فنلبحظ بأف الاستيلبؾ اC يتكوف مف  
 ، mpcYdا +   aا: حد الكفاؼ ، ىماجزئيف
 ، induced consumptionا الاستيلبؾ المُحَفَزوىو 

  mpcالجزء الأخير يتـ تحديده مف تفاعؿ الػ اوىذا 
 والدخؿ المتاح.

معادلة التكاليؼ ومف الأمثمة الأخرى عمييا 
،  ، التي قد نكتبيا كما يميtotal cost (TC)االكمية
 :مثلبً 

 100202.0 3 QQTC 
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J. ( حٌث ترمزQ.لكمٌة الإنتاج ) 

في أي نظاـ   equilibrium stateاالتوازف حالة
 توازف القوى المؤثرة فيو. وعمى سبيؿ المثاؿتُعبّرعف 

عندما تتساوى الكمية المطموبة مف النقود مع الكمية 
 توازف سوؽ النقودالمعروضة منيا يحدث ما يُسمى 

سعر يكوف  ، و money market equilibriumا
  equilibrium interest rateا الفائدة التوازني

ومف الأمثمة الأخرى عمييا  يذا التوازف.ل يةحتمنتيجة 
الكمية التي تنتجيا المنشأة عند مساواتيا الكمفة الحدية 

  مع الإيراد الحدي (marginal cost (MC)ا
  ، وتكتب كما يمي:(marginal revenue (MR)ا

MCMR  
يكوف فييا المتغير مرفوعاً لمقوة  سمى المعادلات التيتُ 
 . quadratic equationا معادلة تربيعية  2+ا

وتُسمى المعادلة التي يكوف فييا المتغير مرفوعاً لمقوة 
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وتُسمى  (.cubic equation( معادلة تكعٌبٌة )3+)
  4+المعادلة التي يكوف فييا المتغير مرفوعاً لمقوة ا

 quarticا  مف الدرجة الرابعةاعيةمعادلة رب

equation ُمف  نةوَ كَ  ، وىكذا لبقية المعادلات الم
ذا كانت المعادلة مشكمةمتغير مرفوع لقو   ة أعمى. وا 

مف متغير مرفوع لقوة معينة واستطعنا تبسيطيا، بحيث 
تتغير القوة المرفوع إلييا المتغير، فإف المعادلة تصنؼ 

تحت مُسمى جديد يتناسب مع القوة الناتجة. وعمى 
 :سبيؿ المثاؿ تبدو المعادلة

2)1( 22  xx 

لطرؼ الأيسر، تربيعية. لكف فؾ القوس في اكأنيا 
جراء النقؿ المطموب ، يجعؿ مف اليميف إلى اليسار ،وا 

 منيا معادلة خطية كما يمي:

032

212 22





x

xxx 
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 وعادة ما تُكتبُ المعادلة التربيعيةبالصيغة العامة التي
 تأخذ الشكؿ التالي:

02  cbxax 

غير أتي المعادلة التربيعية ت . وقد 0aاحيث 
كما في الأشكاؿ الممكنة   incompleteامكتممة
 التالية:

0

0

0

2

2

2







cax

bxax

ax

 

عمى فتأتي  الصيغة العامة لػ المعادلة التكعيبيةأما 
 الشكؿ التالي:

023  dcxbxax 
مف وتأتي الصيغة العامة لػ المعادلة   .0aاحيث 

 عمى الشكؿ التالي:  الربعيةالدرجة الرابعة ا

0234  edxcxbxax 

وقد تأتي المعادلات عمى أشكاؿ ىجينة، ومنيا، عمى 
 المعادلة الربعية الثنائيةما يُسمى  ،سبيؿ المثاؿ
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 ، وىي مف الشكؿ اbiquartic equationا
024 bxaxإضافة إلى أشكاؿ أخرى ، . 

إلى ، عند التعامؿ معيا، إلا المعادلة لانحتاج مف
وىو ما يُطمؽ عميو، في  ، solutionا الحؿ

التي تجعميا  أي القيمة ، rootا الجذربعضالأحياف، 
الحؿ، في بعض الأحياف، كونوي معادلة صحيحة.

إلى الحد الأدنى مف التفكير إلا بسيطاً جداً ولايحتاج 
جيدٍ وتفكير متوسط،  والجيد. ومنيا ما يحتاج إلى

خر إلى جيدٍ كبيرٍ وتفكيرٍ عميؽ. وقد يحتاج آو 
ستعانة بحواسيب تعمؿ ببرامج يضطر الباحث إلى الإ

 رقمية معقدة.
  :Square Rootاالجذر التربيعي  1.6ا

نحتاج إلى الجذور التربيعية أكثر مف غيرىا مف 
ينا عدداً لعددٍ ما يعط الجذور. وناتج الجذر التربيعي

 العدد الذي تحت الجذر. وناتجإذا ضُربَ بنفسو كاف 
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 :الجذر التربيعي  1.14مثاؿ ا

)9()33(99)81(81

)10(310310990

416133

24,39,

2

1

2

1

222

22









xxxx

xxxx

 
 :قوانيف الجذور  أ1.6ا

في ما يمي القوانيف الأساسية لمجذور التربيعية. وما 
 ينطبؽ عمييا ينطبؽ عمى بقية الجذور،

 شريطة تشابو الجذور.

yxyx

xaxa

xbaxbxa

xbaxbxa

y

x

y

x

y

x

xyxyyx





















*

*

)(*

)(*

*

)(.*

2

2

1

2
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مف المفيد أف نتعامؿ مع الجذور التربيعية بميارة 
عالية لأنيا تسيؿ عمينا حؿ المعادلات التي توجدُ 

 ، xaفييا. وعمى سبيؿ المثاؿ لو كاف لدينا الجذر ا
دخالو تحت aفقد يكوف مف الأفضؿ تربيع الثابت ا   وا 

xaإشارة الجذر، أي ا  . ولو كاف لدينا كسراً في 2
  لكاف مف الأفضؿ التخمص مف x/1الجذر، مثؿ ا

 الجذر في المقاـ وحصره في البسط كما يمي:
x

x

x

x

x


1 
 :الجذر التربيعي :1.15مثاؿ ا
لدينا ا

2

xوبناءاً عمى ذلؾ فإف ا . 
2

2

22

2

2

xxx
.  

 :الجذر التربيعي :1.16مثاؿ ا
لدينا ا

6

  . وبناءاً عمى ذلؾ يكوف: 13
6

78

6

136

6

13

6

6

6

13

6

13



 
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 إنطاؽ، أو حذؼ الجذور مف المقاـتسمى ىذه العممية 
  .rationalization of the denominatorا

 :التربيعيالجذر التربيعيوالجذر  :1.17مثاؿ ا

3532575

75

075

2

2

2







x

x

x

 

 :الجذر التربيعي :1.18مثاؿ ا

4,20

128

12144)8(

144)8(

0144)8(

2

2

2











xx

x

x

x

x

 

 :الجذر التربيعي : 1.19مثاؿ ا
0237  yy 

22

22

)82()74(8274

34747

)3()27(327







yyyy

yyy

yyyy 

6,20)6)(2(

0124048164

6432411216

64324)7(16

22

2

2




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xyy
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عمى واحدةٍ  ، كؿٌ 6-  و ا2بعد تعويض القيمتيف ا
 .3الوحيد الممكف  ىي الحؿ 6-حده، نجد بأف ا

  :Factorizationاالتحميؿ إلى العوامؿ 1.7ا
نستخدـ عممية التحميؿ إلى العوامؿ لمحصوؿ عمى حؿ 
لممعادلة غير الخطية، وخاصة المعادلة التربيعية أو 

 يصعب حؿالتكعيبية أو مف الدرجة الرابعة. وقد 
المعادلات مف الدرجات الأعمى بواسطة التحميؿ إلى 

 العوامؿ بسبب التعقيد الذي نواجيو.
 :ياعواممالمعادلة التربيعية إلى  تحميؿ  1.20مثاؿ ا

 التربيعية لدينا المعادلة

0252 x 
تقضي بنقؿ  الأولىنستطيع حؿ المعادلة بطريقتيف: 

  إلى اليميف، ثـ أخذ الجذر التربيعي كما 25الثابت ا
 يمي:

                                                 
 .وذلؾ يؤدي إلى  تعني: الإشارة  ا-3
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  1.20شكؿ ا

 

525

25

025

2

2

2







x

x

x 

المعادلة    ىما القيمتانالمتانتجعلبف5+  و ا5-أي أف ا
ما الثانية فتقضي بتحميؿ المعادلة إلى أصحيحة. 

 عوامميا الأولية كما يمي:

5

0)5)(5(

0252







x

xx

x 
  .1.20الشكؿ اأنظر 
 :ياعواممالمعادلة إلى  تحميؿ  1.21مثاؿ ا
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 التربيعية لدينا المعادلة

2,
3

4

0)2(,0)43(

0)2)(43(

0823 2









xx

xx

xx

xx

 

  1.21شكؿ ا

 
وكي نتحقؽ مف صحة الحؿ نقوـ بتعويض كؿ قيمة 

حصمنا عمييا في المعادلة. فإذا كاف الناتج صفراً، فإف 
 الحؿ يكوف صحيحاً.
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

 
  .1.21أنظر الشكؿ ا المطموب.وىو 
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 :ياعواممالمعادلة التكعيبية إلى  تحميؿ  1.22مثاؿ ا
  التكعيبية لدينا المعادلة

02793 23  xxx 
 عند تحميؿ المعادلة إلى عوامميا الأولية نحصؿ عمى

3

0)3(,0)9(

0)3)(9(

2

2







x

xx

xx

 

وكي نتحقؽ مف الحؿ نقوـ بتعويض النتيجة في 
 الأصيمة كما يمي:المعادلة 

027)3(9)3(3)3( 23  

 وىو المطموب.
 دعنا ننظر مرة أخرى في صيغة المعادلة التربيعية

02  cbxax 
 نحصؿ عمى  0aعند قسمة طرفي المعادلة عمى ا

02 
a

c
x

a

b
x 

  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:32 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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إلى طرفي المعادلة  كمية متساويةيمكننا إدخاؿ 
. وعمى سبيؿ متعادلةالناتجة مف القسمة، بحيث تبقى 

 المثاؿ
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22

2
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



a

c
x

a

b
x

a

c
x
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b
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 لو أدخمنا الكمية
2

2

4a

b 
 إلى الطرفيف، فإننا نحصؿ عمى

a

acbb
x
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
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
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

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

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 إكماؿ مربعالعممية التي قمنا بيا تُسمى 
 ، وتسمى الصيغة completing the squareا
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 الصيغة التربيعيةالنيائية التي حصمنا عمييا 
استعماليا في  . ويمكننا quadratic formulaا
وتُسمى القيمة .معادلة تربيعية ةيلحصوؿ عمى حؿ لأا
acbا 42   ا المُميزdescriminant.  
 

 
 :جذور المعادلة التربيعية  1.23مثاؿ ا

 التربيعيةلدينا المعادلة 
0823 2  xx 

  .c = -8  و اb = 2  و اa = 3في ىذه المعادلة ا
 إذف

3

4
,2

6

102

)3(2

)8)(3(4)2(2 2
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وىو المطموب. وىذه النتيجة مشابية لمنتيجة التي 
  .1.21حصمنا عمييا في المثاؿ ا

bوعندما تكوف ا
2
 - 4ac = 0 فإف جذر المعادلة ، 

القيمة  . ومف الممكف أف تكوف b/2a-يتقمص إلى ا
تحت إشارة الجذر التربيعي سالبة. وفي ىذه الحالة 

 imaginaryا الأعداد الخياليةندخؿ في ما يُسمى 

numbers ُالجذور سمى  ،  ويكوف حؿ المعادلة ما ت
، وىو ما نتحدث عنو  comlex rootsا المعقدة

   القادـ.1.8بشكؿ بسيط في الجزء ا
عامة تساعدنا في تحميؿ المعادلات  ىناؾ قواعدٌ 

 التربيعية بالسرعة الممكنة، وىي كما يمي:

).)(())((*

).)(())((*
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.)()2(*

).)(()(*

2

2

222

222
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bxaxabxbax

bdxacxabxbcadcdx

axaaxx

axaaxx

axaxax
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


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
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 Imaginaryا اختيارياالأعداد الخيالية   1.8ا

Numbers:  

 
، ما تُسمى جداً  نناقش في ىذا الجزء، بشكؿ طفيؼ

تي تنشأ مف بعض . وىي الأعداد الالأعداد الخيالية
سالب.ونبدأ  تربيعياً لعددٍ  يكوف فييا جذراً الحالات التي 

 :بالافتراض الخيالي بأف
1i 

  عدداً خيالياً. وكي ندرؾ أىمية ىذا iيُسمى العدد ا
 العدد الخيالي نقوـ بالعممية الرياضية البسيطة:

2222)( xxiix  
 وعمى سبيؿ المثاؿ

iyy

i
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9)3(

2

2
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ي نتج عف الذ ، وىو 9-الإشارة السالبة أماـالاحظ 
-بأف العدد ايذه الإشارة تدل . و yعددٍ تـ تربيعو، أيا

يو حقيقي ، و 1iايو خيالييتكوف مف جزئيف:   9
 العدد المُعقد  في ىذه الحالة 9-يُسمى العدد او  .3ا
عمى ذلؾ يمكننا  وبناءاً   .complex numberا

صياغة أشكاؿ خميطة مكونة مف عددٍ خيالي وآخر 
 حقيقي. وعمى سبيؿ المثاؿ:

33

5









i

iw

ziw

ziw

 

 :العدد الخيالي  1.24مثاؿ ا
01042    :  لدينا المعادلة  xx 

 :  مف الصغية التربيعيةxنحصؿ عمى قيمة ا
2

622

2

242

2

242

2

)10)(1)(4()4()4( 2
ii

x











 
 
 

، في بداية الأمر، أنيا خيالية الخياليةالأعداد ظف الرياضيوف عندما استعمموا 
فعلًب. لكف العمماء المُحدثيف اكتشفوا استخداماتٍ مفيدة جداً ليا، وخاصة في 

 حؿ المعادلات التربيعية، وبعض المسائؿ في اليندسة الكيربائية.
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لابد ،عند محاولة الحصوؿ عمى حؿ لممعادلة التربيعية
acbا المُميزحساب قيمة مف  42 تحت  ، أي القيمة

عمى  أقؿ مف صفر، فإف ذلؾ يدؿُ كانت فإذا  الجذر.
 لممعادلة.  خيالي جذرٍ وجودِ 
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K. (7.9)(الدالة )الاقتران(Function) : 

بأنيا  ،لغرض ىذا الكتاب ،(قترافأو الاالدالة )تُعرّؼ
آخر مستقؿ، يعتمدُ فييا طرؼٌ تابع عمى طرؼٍ علقة

، نسةكمية حقيقية، متجا ويَنتُجُ عف ىذه العلقة
 . قيمة الطرؼ المستقؿغير تتعندما قيمتيا  تتغير

 الدالة كآلة:أ (1.11شكؿ ) 

 
التعريؼ يذكّرُنا بمفيوـ المتغير، ووجو  والتأمؿ في

، كمية متجانسة وتغيُّر الشبو بينيما واضح مف خلبؿ 
لمتغير مستقؿ، بحيث  تابعٌ ف الدالة متغيرٌ وبالتالي فإ

. ويمكننا تخيؿ قيمة المستقؿعمى  تعتمد قيمة التابع
كآلة تدخؿ فييا الأشياء عمى ىيئة معينة، لكنيا  الدالة

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:32 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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 1.22كما في الشكميف ا ،تخرج منيا عمى ىيئة أخرى
 أ، ب  أدناه.

حبات أف ،أعلبه ،أ  1.22نرى مف الشكؿ ا
يمينعمى خرج مف الت ا، لكنيالتفاحتدخؿ مف يسار الدالة

  أدناه، نرى أف ب 1.22. وفي الشكؿ اشكؿٍ آخر
  يدخؿ في الآلة، لكنو يخرجُ عمى xالمتغير ا

 1.22مف الشكؿ ا  . ويبيف الجزء الأيمفf(x)شكؿا
  . فسّر ذلؾ!125 ، وخرج ا5أف المُدخؿ كاف ابب 

عف  المعادلة غير السموكيةوفي ىذا السياقتختمؼ 
  المعادلة غير السموكية ىي 1في مفيوميف:  الاقتراف

، وىي تعبير عف متجانسيفمجرد تساوي بيف طرفيف 
 ظاىرة  الدالة ىي معادلة سموكية، أي1كميات مجردة 

، وىي تعبر عف كميات مختمفةتتشكؿ مف مكونات 
تحمؿ معنى اقتصادي، كالأسعار والكميات، والأجور، 

 والتكاليؼ، وما شابو ذلؾ.
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 الدالة كآلة: ( ب1.11شكؿ )

 
 

ىناؾ عددٌ لا يُحصى مف الأمثمة عمى الدالة، نتعامؿ 
معيا كأفراد وجماعات بشكؿ يومي. فمثلبً  تعتمد 
كمية ما نستيمكو مف السمع والخدمات عمى الدخؿ 

الذي نجنيو شيرياً أو سنوياً، ونقوؿ في ىذه الحالة إف 
ثِ . وعددُ حوادالاستيلبؾ دالة في الدخؿ المتاح

الطرؽِ يعتمدُ عمى عدة عوامؿ، منيا عدد المركبات 
ت، فنقوؿ في ىذه الحالة إف التي تسير عمى الطرقا

، وعوامؿ دالة في عدد المركبات الطرؽ حوادثعدد 
أخرى. والمنتج مف القمح في الأراضي البعمية 
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يعتمدُ عمى المساحة المزروعة قمحاً وكمية الأمطار 
التي تيطؿ في الموسـ الزراعي، فنقوؿ في ىذه الحالة 

كمية المحصوؿ مف القمح دالة في مساحة الأرض إف 
 .المزروعة قمحاً ومعدؿ سقوط الأمطار

 
(: مساحة الدائرة دالة في طوؿ نصؼ 1.11شكؿ )
 قطرىا

 

 
تعتمد عمى طوؿ   1.23مساحة الدائرة، في الشكؿ او 

مساحة الدائرة ونقوؿ في ىذه الحالة بأف ،نصؼ قطرىا
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عطاة مُ ، وىذه المساحة دالة في طوؿ نصؼ قطرىا
2rAبالدالة ا حيث ترمز ا ، Aلممساحة، وا    

   لنصؼ القطر.rلمنسبة التقريبية اط ، وا
 
 :مدى ومجاؿ الدالة( 1.11)

ىناؾ مفيوماف ىاماف مرتبطاف بالدالة، الأوؿ ىو 
 يُمكف ، ويُقصَدُ بو القيـ التي domainاالمجاؿ

لممتغير المستقؿ أف يأخذىا، كأف نقوؿ بإف الأسعار 
في دالة الطمب عمى سمعة ما ىي دائماً  أكبر مف 
صفر اأي أف الأسعار موجبة القيمة دائماً ، وليس 

عار سالبة، مما يعني أف ىناؾ احتماؿٌ أف تكوف الأس
مجموعة أف يأخذىا متغير السعر ىي  يُمكفالقيـ التي

 .الأعداد الحقيقية الموجبة فقط
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 ، ويقصد بو rangeاالمدىأما المفيوـ الثاني فيو 
تحمميا، أو ، أي لمدالة أف تأخذىايُمكفالقيـ التي

إف أرباح الشركات يمكف أف تكوف ب، كأف نقوؿ ياجُ تنُتِ 
أف القيـ التي يُمكف لمدالة ب، مما يعني موجبةسالبة أو 

أف تأخذىا ىي مجموعة الأعداد الحقيقية، 
  معنى مجاؿ 1.24ويوضح الشكؿ ا موجبة.السالبةأو ال

ومدى الدالة. وفي بعض الأحياف، لايكوف مدى الدالة 
مُعرفاً، أي أنو لايوجد أصلًب، وذلؾ بسبب الصيغة 

وكي ينطبؽ تعريؼ  الرياضية التي تمثؿ الدالة نفسيا.
الدالة عمى العلبقة بيف المتغيريف، المستقؿ والتابع، 

 )المجاؿ(مقابؿ كؿ قيمة لممتغير المستقؿ إف بنقوؿ 
، ىناؾ قيمة واحدة، وواحدة فقط لممتغير التابع

 ىذيف المفيوميف. وسيتضح معنى )المدى(، أي الدالة
 مف خلبؿ الأمثمة المقبمة.

 الدالةمجاؿ ومدى :(7.24شكؿ )
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وعمى سبيؿ المثاؿ، يكوف مجاؿ دالة مساحة الدائرة 
مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة، إضافة إلى 
الصفر، ولا يقع مداىا إلا في مجموعة الأعداد 
 الحقيقية الموجبة، إضافة إلى الصفر، كذلؾ.

البسيطة عمى الدالة، والمعروفة  إذا عدنا إلى الأمثمة
، ذكرنا أعلبه مثالًا عف الكمية يةالاقتصاد في النظرية

 ، حيث consumption functionادالة الاستيلؾ
تابع، عمى الدخؿ وىو  يعتمد الاستيلبؾ، كمتغيرٍ 

صيغة مدالة اللالبسيطالشكؿ أخذ يمستقؿ، و  متغيرٌ 
 :ةالتالي

mpcYaC  

  mpc  لمدخؿ، واY  للبستيلبؾ، واCإذ ترمز ا
  للبستيلبؾ المستقؿ aللبستيلبؾ، والمميؿ الحدي 
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 productionادالة الإنتاجعف الدخؿ. و

function ، ا حيث يعتمد الإنتاجQ  ٍتابع،  ، كمتغير
 realارأس الماؿ الحقيقيعمى متغيريف مستقميف ىما

capital(K) االعمالة، وlabor(L)  وقد تأخذ .
 الدالة أشكالًا عديدة، ومنيا، عمى سبيؿ المثاؿ:

ba KALQ  
دالة وىناؾ   ثوابت.b  واa  واAحيث ا
،  Xاسمعة ال  عمى demand functionاالطمب

  PXسعر السمعة اعمى   DXاحيث يعتمد الطمب 
وقد تأخذ دالة الطمب، و  ، مثلًب. Iادخؿ المستيمؾ و 

 في ىذه الحالة، الشكؿ التالي:
IfePdD XX  

 ثوابت.  f  و اe  و اdحيث ا
 capitalاالاستثماري نموذج تسعير الأصؿومف 

asset pricing model  عمـ ، في
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 ، يتـ التعبير عف العلبقة بيف financeاالتمويؿ
  عمى الأصؿ الاستثماري returnاالعائد

عمى  ، ، المتضمنة في ذلؾ الأصؿriskاالمخاطرو
 شكؿ دالة خطية مف الشكؿ التالي:

))(()( fmifi RRERRE   
 

لمعائد المتوقع عمى الأصؿ   E(Ri)احيث ترمز
 .لسعر الفائدة الخالي مف المخاطر  Rfاالرأسمالي، و

وعادة ما يتـ استخداـ سعر الفائدة عمى السندات التي 
 في ىذا النموذج تكوفو  .تصدرىا الحكومات

)(

),(
)(

m

mi

i
RVar

RRCov
 

 و  Riػ اأي حاصؿ قسمة التبياف المشترؾ ل 
لمعائد   E(Rm)ترمز ا، و  Rmاعمى تبايف Rmا

 .4المتوقع لمسوؽ
                                                 

 أخرى. مثؿ ىذه المفاىيـ في مساقاتقد تعرض ل الباحث –نفترض أف الطالب  -4
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L. (7.77 ،(المعلمة، )الوسٌط
 :(Parameter)المعامل(

الذي يربط  coefficientاالمُعامؿ حمقة الوصؿ، أوىي
، ضبط مسار واتجاه الدالةالمتغير مع الدالة، ويُحدد وي

. ، بالتعاوف مع المتغير المستقؿاً صعوداً أو ىبوط
ر مع المتغيير المستقؿ عمى تفاعؿ المتغ اوتعتمد قيمتي

 دالة  في mpc  و اa. ومثاؿ عمييا المعممتاف االتابع
 :الاستيلبؾ

 
mpcYaC  

 
 الإنتاج: دالة  في b  واaو ا

ba KALQ  
 الطمب: دالة  في f  و ا e  و اdوا

IfePdD XX  
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بصيغة رياضية مُحددة، تُمكننا مف إجراء  الةتُكتب الد
 العمميات الرياضية المختمفة عمييا. فمو رمزنا لمتغيرٍ 

لرياضية المتعارؼ عمييا تكوف الصيغة اف، xما بػ ا
 :  بالشكؿxالتي تعتمد عمى المتغير المدالة 

 
f (x) = (.) 

 
 f. أي أف قيمة الدالة( f  of  x )الدالة : وتُقرأ

(x) قيمة المتغير اتعتمد عمىx بحيث تكوف صفة  
 (.)تمثؿ حيث الاعتماد ما ىو مكتوب داخؿ القوس، 

كميات معينة. والأمثمة التالية عمى المتباينة والدالة 
 توضح ىذه المفاىيـ.
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M. ( قٌمة7.25مثال) الدالة ومجال ومدى: 

 
  yدعنا نفترض أف العلبقة بيف المتغير التابع ا

 :بالصورة مُعطاة  xوالمتغير المستقؿ ا
xxxfy  ,32)( 

التي ،  5اعمى كؿ القيـ تعتمد كمية  yأي أف ا
أف بوىذا يعني .  xاالمستقؿيُمكف أف يأخذىا المتغير 

  أضعاؼ 3اا  مضافاً إليي2ساوي ات  yاالكمية 
ا فإف قيمة الدالة تكوف  x=1ا. فإذا كانت  xالكمية ا

5)1(32)1(  fy 1كانتا . ولو -  =x   فإف قيمة الدالة
 تكوف

)1(32)1(1ا  fy0 ، وفي حالة ا  =x    فإف قيمة
)0(2االدالة تكوف   fy.  

 
                                                 

x . ، أي مجاؿ الدالة : لكؿ القيـ التي يأخذىا المتغير ايقصد بالرمز ا 5 -
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يتضح مف ىذا المثاؿ البسيط أف مجاؿ الدالة ىو كؿ 
وىي مجموعة ،   x  لممتغيراالقيـ الممكنة، ا 
)(،الأعداد الحقيقية  ، وأف مداىا يقع في نفس

 المجموعة.
 

N. تربٌعٌةمجال ومدى الدالة القٌمة و(7.26) مثال: 

 
 الدالة صورةب مُعطاة x  و اyلنفترض أف العلبقة بيفا

 
xxxfy  ,)( 2 
 

   ، ا xاالكمية ساوي مربع ت  yاالكمية أي أف 
مقابؿ   f(x)نحسب كؿ قيمة لمدالة   . ومف العلبقةxا

 0 . فمو كانت اxكؿ قيمة يأخذىا المتغير المستقؿ ا
 =xفإف قيمة الدالة   
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0)0( 2  fy 
 قيمة الدالة   فإفx = -10ولو كانت ا

100)10( 2  fy 
الدالة ىو مجموعة الأعداد  مجاؿيتضح مف ذلؾ أف 

يقتصر  مداىاالحقيقية، سالبة وموجبة، في حيف أف 
عمى الأعداد الحقيقية الموجبة فقط، إضافة إلى 

 الصفر.
 

O. ( 7.27مثال ) دالة الاستهلاكقٌمة ومجال ومدى: 

 
  111 ، تساوي اCلنفترض أف دالة الاستيلبؾ ا

في ىذه . yمضافاً إلييا قيمة الجذر التربيعي لمدخؿ ا
  Cاالحالة تكوف العلبقة الرياضية بيف الاستيلبؾ 

 بالصورة:  yوالدخؿ ا
0,100)(  yyyfC 
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   فإف قيمة الدالةy = 100فإذا كاف الدخؿ ا

 
110,100100)100(  fC 

 قيمة الدالة   فإفy = 350ولو كاف ا
71.118350100)350(  fC 
 

الدالة في مجموعة الأعداد مجاؿ وبناءاً عمى ذلؾ يقع
في  مداىاالموجبة، إضافة إلى الصفر، ويقع الحقيقية

مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة فقط، وبحدٍ أدنى 
الميؿ وفي ىذا المثاؿ تبمغ قيمة . C = 100مقدارها

  صحيح، لكنو مضروب 1ا الحدي للستيلؾ
 بالجذر التربيعي لمدخؿ.
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تيلبكي في الدالة ىؿ يمكف تفسير النمط الاس: سؤاؿ
 ؟أي الدخؿ أقؿ مف 100الدخؿ ا أعلبه عندما يكوف

 الاستيلبؾ !
P. ( دالة الاستهلاك7.28مثال): 

 
 الاستيلبؾ معطاة بالصورةلنفترض بأف دالة 

 
0),(

3

2
15)(  yyyfC 

  y = 100تكوف قيمة الاستيلبؾ عند ا
 

82

)100(
3

2
15)100(



 fC 
   تكوف قيمتياy = 300وعند ا

215

)300(
3

2
15)300(



 fC
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 الميؿ الحدي للستيلؾوفي ىذا المثاؿ تبمغ قيمة 
   تقريباً.0.67ا
 

Q. ( 7.29مثال) دالة الطلب على قٌمة ومجال ومدى
 لحوم الضأن:

معطاة  الضأف لحوـ عمى Qdا الطمبلنفترض بأف 
 بالدالة

PQd 2100 
وفي ىذه الدالة لايمكف أف   لمسعر.Pحيث ترمز ا

يقع في  مجاليايكوف السعر سالباً، وبالتالي فإف 
في نفس  مداىا،ويقعةالحقيقية الموجبمجموعة الأعداد 

 = Pالمجموعة، لأنو مف غير المعقوؿ أف نتخيؿ ا

مف ف الكميات المطموبةوبناءاً عمى ذلؾ تكو  . 0
   كما يمي:P = 10, 15, 22الأسعار ا السمعة مقابؿ

56)222(100)22(

70)152(100)15(

80)102(100)10(







d

d

d

Q

Q

Q 
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 ، مثلًب، لا تعني أف الكمية Qd (10)ا الصيغةو 
في كتابة صيغة  العرؼ المُتبع لسعر، لكنومضروبة با

عمى  ، Qd (10) = 80الدالة، فقط. وتقرأ الكمية ا
مف لحـ  كما يمي: الكمية المطموبة ،سبيؿ المثاؿ

وىكذا   .80  ىي اP = 10عند السعر ا الضأف
 لمبقية.

 
R. ( 7.31مثال )دالة ل ومدىاقٌمة ومج

 :Profit Function ())الأرباح

 :لنفترض بأف دالة الأرباح
5035.002.0)( 2  QQQf 

تخبرنا ىذه الدالة بأف الأرباح تعتمد عمى كمية الإنتاج 
يقع مجاؿ ىذه الدالة في الأعداد الحقيقية و ،  Qا

الموجبة، إضافة إلى الصفر. أما مداىا فيقع في 
مجموعة الأعداد الحقيقية، السالبة والموجبة، لكف الحد 
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الأرباح   . أي أف50-الأقصى السالب لممدى ىو ا
   تكوف: Q = 0عند ا

5050)0(35.0)0(02.0)0( 2  f 
أو أعمى مف  وذلؾ لأف الكمية المنتجة تكوف صفراً 

 الصفر.
 

S. ( الدالة متعددة المتؽٌرات7.37مثال): 

 
  والمتغيريف yأف العلبقة بيف المتغير التابع ابلنفترض 

  z  و اxالمستقميف ا
 الدالة صورةمعطاة ب

43),(  xzzxfy 
 

  في الدالة أعلبه yا التاابع يتـ تحديد قيمة المتغير
 المتغيرافمف خلبؿ القيـ التي يأخذىا 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:33 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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  ، فإفz = 5  و اx = 2 . فإذا كانت اz  واxا 
 

34

4)5)(2(3)5,2(



 fy 
ذا كانت ا    فإفx = 0  و اz = 7وا 

4

4)7)(0(3)7,0(



 fy 
ذا كانت    فإفx = -1  و اz = 4ا وا 

 
8

4)4)(1(3)4,1(



 fy 
 

T. (7.72:التمثٌل البٌانً للامتساوٌة والدالة ) 

قيمة الدالة  اعتمد تغيرالأخيرة الخمسة في الأمثمة
 ، ونسمي المجاؿمُتغيرٍ مستقؿٍ واحد ا عمى  المدىا

الدالة ذات المتغير ةالدالة في ىذه الحال
 . أما في function of one variableاالواحد

أكثر مف  عمىالدالة  فقد اعتمد تغير  1.31المثاؿ ا
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الدالة لأكثر مف متغير، ونسمييا في ىذه الحالة
 ، حيث كانت multivariate function، امتغير

 function of two  دالة في متغيريف اyا

variablesوالدالة ا . y  ْىي الكمية التي تَتَحَدَد  
المتغير  yاالكمية  . وتسمىto be determinedا

الظاىرة  ، وىي the dependent variable)التابع
  فإنيما المتغيراف المذاف x  و اz. أما االمُراد دراستيا

المتغيريف يُحدداف قيمة الدالة، ونسمييما 
  .independent variablesاالمستقميف

 
أو  صورة الدالة عمى شكؿ أو نستطيع تمثيؿ المتباينة

توضيح الفكرة.وتتـ  يُساعدنا في ، graphارسـ بياني
( سطح)مستوى  عممية الرسـ باستخداـ ما يسمى

  .Cartesian planeاديكارت

 المستوى الديكارتي مف بُعديف: (1.11شكؿ )
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يمثؿ ىذا المستوى، مف الناحية النظرية، خط الأعداد 
اللبمتناىي، أفقياً  وعمودياً. ويتألؼ مف تقاطع 

، ليصنعا معاً أربعة عمودي و  أفقيمحوريف:
تسمى  . و 1.25  كما في الشكؿ اquadrantsأرباعا

ؿ وتمث ، originا الأصؿنقطة التقاطع بيف المحوريف
. ومف طرؼ نقطة الأصؿ إلى الكمية صفر لممتغيريف

موجبة، وعكسيا  الأفقياليميف تكوف قيمة المتغير 
عمى تكوف الأسالب. ومف طرؼ نقطة الأصؿ إلى 

 موجبة، وعكسيا سالب. العموديقيمة المتغير 
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 ،تـ تحديد نقطة 1.26في الجزء العموي مف الشكؿ ا
 زوجٍ مرتب المستوى الديكارتي، تتكوف مفواحدة عمى 

 ،وىو محور المتغير ordinateاإحداثييف: أفقيذي
 ، وىو محور المتغير abscissaا عمودي ، وxا
 . أما في 2 ,3- ،وىذه النقطة ىي الزوج المرتب اyا

الجزء السفمي مف الشكؿ فقد تـ تحديد زوجيف مرتبيف 
 بخط مستقيـ. ، وتـ ايصاليما 1 ,3-  و ا4 ,7ىما ا

 

مستوى الالزوج المرتب عمى :عموي (1.11شكؿ )
 مف بُعديف يديكارتال

 
 سفمي (1.11شكؿ )
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U. (7.73:المسافة بٌن نقطتٌن ) 

يمكننا إجراء بعض العمميات الرياضية عمى البُعد بيف 
فعند النظر إلى  النقاط عمى المستوى الديكارتي.

مرتبة ىي:    نجد أف ىناؾ ثلبثة أزواج 1.27الشكؿ ا
 ، ومسافة معينة x2 , y2  و اx1 , y2  و اx1 , y1ا

كما في الشكؿ  ،قابموبيف كؿ زوج مرتب والزوج الذي ي
 المشار إليو.
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البُعد بيف النقاط عمى المستوى : (1.11شكؿ )
 الديكارتي

 

 
2فإف ا قاعدة فيثاغوروسوحسب 

12

2

12

2 yyxxc  . 
 أي أف

2

12

2

12 yyxxc  

 
صيغة المسافة بيف وىذه المعادلة معروفة باسـ 

، وىي نفس المسافة  distance formulaانقطتيف
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Bا
2+A

2=C
  المبينة في الشكؿ أعلبه. ويمكننا، 2

استناداً إلى ىذه الصيغة، إجراء العمميات الحسابية 
الضرورية حسب الحاجة. ولابد مف التأكيد عمى أف 

  و Aالخطيف المتقطعيف االزاوية التي صنعيا التقاء 
  ىي زاوية قائمة. وبناءً عمى ىذا القياس تـ Bا

 تطبيؽ قاعدة فيثاغورس.
 

V. ( 7.32مثال) على المستوى بٌن نقطتٌن المسافة
 :الدٌكارتً

 
 لنفترض أف لدينا الأزواج المرتبة الثلبثة التالية:

 
(2, 1), (5, 7), (4, 0). 
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الديكارتي كما في يمكننا تمثيؿ مواقعيا عمى المستوى 
 ، ثـ اجراء الحسابات حسب قاعدة 1.28الشكؿ ا

 المسافة بيف نقطتيف.
 المسافة بيف نقطتيف:(1.11شكؿ )

 

 
 

  قائمة، 1 ,2وحيث أف الزاوية الواقعة عمى الإحداثية ا
يمكننا تطبيؽ صيغة المسافة بيف نقطتيف لحساب 

 أطواؿ أضلبع المثمث كما يمي:
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البسيطة تكوف مساحة المثمث مف ىذه الحسابات 

 المكوف مف الإحداثيات الثلبث:
 

5.7455=  الإرتفاع ×)نصؼ القاعدة
2

1
) 

 
المسافة بيف نقطتيف عمى المستوى ( 1.11مثاؿ )

 :الديكارتي
 = B  و اA = (3,4)النقطتيف ا لنفترض وجود

وف البعد بينيما ك  عمى المستوى الديكارتي. في(7,12)
 يمي:كما 

9443.8806416)412()37( 22 d 

  .1.29أنظر الشكؿ ا
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 : المسافة بيف نقطتيف(1.29شكؿ )

 
 

W. ( 7.34مثال ) 7)رسم المعادلة yx)والمتباٌنة(
41  x:) 

 
7إف المعادلة ىي الوتر االخط المستقيـ  ا yx ، 

41والمتباينة ا  xىي  المنطقة المظممة بيف ا  x = 

أي يكوف الخط المستقيـ الذي يصنع  ،x = 4  و ا1
 ، ممثلًب 0321وتراً مع المحوريف، كما في الشكؿ ا

7لممتساوية االمعادلة  ا yx أما المتباينة فيي ، 
  .x=4  و  اx = 1ممثمة في المنطقة المظممة بيف ا
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 : المتباينة والمعادلة(7.31شكؿ )
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X. ( 7.36مثال )رسم المتباٌنة: 

5ا المتباينة xy.  
xy  5 

تكوف الصورة البيانية لممتباينة كما في الشكؿ 
 ،ويُمثؿ المنحنى الأحمر السميؾ حدودىا. 0320ا
 

  y > 5 - xا المتباينة: (7.37شكؿ )

 

Y. ( رسم المتباٌنة7.37مثال ): 

103ا المتباينة  xy.  
103  xy ( 7.32شكؿ) :103االمتباينة  xy  
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السميؾ حدود المتباينة في  حمرويمثؿ المنحنى الأ
  .0321الشكؿ ا
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 :المتباينة التربيعية( 7.38مثاؿ )
 المتباينة

01072  xx 
يمكننا تحميؿ ىذه المتباينة إلى عوامميا الأولية كما 

 يمي:
0)5)(2(  xx 

 وبالتالي تكوف
505

202





xx

xx 
  .0322الشكؿ ا كما في
 : جذور المتباينة(7.33شكؿ )
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Z. ( 7.39مثال )رسم المتباٌنة: 

الشكؿ  . إف صورتيا كما في 2xلدينا المتباينة ا
   أدناه.0323ا

  2 ، وفييا القيمة ا2xالمتباينة ا: (7.34شكؿ )
 مشمولة

 
مسار  الممونة . وتمثؿ الأسيم2xوتشمؿ كؿ القيـ ا

  .2xالمتباينة ا
 

AA.  )( الخطٌة  رسم الدالةمثال(xxfy 32)( :) 

 
، وندخميا تعويضاً عنو  xا لممتغير اً نختار قيمدعنا 

  .030في الدالة نفسيا، كما في جدوؿ ا
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 (7.7جدوؿ )
 

2 1 0 -1 x 

8 5 2 -1 f(x) 

 
في ىذه الحالة نقوـ بتدريج المحور الأفقي بوحدات 

 ، والمحور العمودي بوحدات xالمتغير المستقؿ ا
y = f(x) )(xfyا المتغير التابع ونقوـ بإعطاء ا ،x  

االمجاؿ  القيـ التي قد يأخذىا، أو يتـ تحديدىا ضمف 
ثـ نحسب قيمة الدالة االمدى     معينة،intervalافترة

 ، أي xمقابؿ كؿ قيمة مف القيـ التي نعطييا لممتغير ا
نحدد النقطة عمى المحور الأفقي لممتغير المستقؿ ثـ 

مودي لممتغير النقطة المقابمة ليا عمى المحور الع
 التابع. 
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xyالدالة الخطية): (1.11شكؿ ) 32) 

 

إف تكرار ىذه العممية لعدة مرات يُنتجُ عدداً مف النقاط 
عمى المستوى الديكارتي مف بعديف، تتكوف كؿ نقطة 

 ، xi , yiا ، ordered pairازوج مرتب منيا مف
مستقيـ وعند وصؿ نقطتيف مف ىذه النقاط بخط 

نحصؿ عمى صورة بيانية لمدالة كما في شكؿ 
 .6 1.35ا
 

عند النظر في الشكؿ أعلبه نلبحظ أف نقطة التقاء 
الخط المستقيـ، الممثؿ لممعادلة، مع المحور العمودي 

                                                 
 لرسـ الخط المستقيـ. ،فقط ،يكفي تحديد إحداثيات نقطتيف - 6
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، أما نقطة التقاء الخط مع )2,0(تتـ عند الزوج المرتب 
,0(المحور الأفقي فيي الزوج المرتب 

3

2
(
. 

 
BB. ( 7.41مثال )التربٌعٌة رسم الدالة:  

 
، ثـ ندخميا تعويضاً في x)(دعنا نختار القيـ التالية لػ

)(2الدالة ا xxfy 1.2الجدوؿ ا   كما في.  
 (1.1جدوؿ )

 
4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 x 

16 9 4 1 0 1 4 9 16 y 
 

النقاط عمى المستوى الديكارتي االمحوريف عند تحديد 
الأفقي والعمودي  ثـ ايصاليا مع بعض نحصؿ عمى 

 ، parabolaا القطع المكافئ منحنى يسمى
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نلبحظ أف مجاؿ حيث   .1.36الموضح في الشكؿ ا
الدالة ىو الأعداد الحقيقية جميعيا، لكف مداىا، أي 

  .xقيمتيا، تبقى موجبة، ا
xxxfyالتربيعية الدالة:(1.11شكؿ )  ,)( 2 

 
 

بناء عمى ما تقدـ مف أمثمة، يمكننا تمثيؿ مجاؿ ومدى 
   أدناه.0326االدالة كما في الشكؿ
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CC. ( 7.37شكل)
7

 : مجال ومدى الدالة

 
 . xفالمجاؿ ىو مجموعة القيـ التي يحتميا المتغير ا
. f(x)أما المدى فيو مجموعة القيـ التي تحتميا الدالة 

 مخرجاتياالدالة ىي مجاليا، و  مُدخلتمما يعني أف 
 ىي مداىا.

 

                                                 
مُحدد. وعمى سبيؿ المثؿ لايدخؿ في دالة الجذر الدالة تشبو الآلة المتخصصة بعمؿ ما، ولايدخؿ في ىذه الآلة إلا أشياء معينة ومف نوع  -7

 التربيعي كؿ القيـ السالبة، ولايخرج مف الدالة المُربعة إلى قيماً موجبة، وىكذا.
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DD. ( الصورة البٌانٌة لدالة الأرباح:7.47مثال ) 

 لنفترض بأف دالة الأرباح:
535.002.0)( 2  QQQf 

عند التعويض عف ا  ببعض القيـ مف مجاؿ الدالة، 
مجموع الأعداد الحقيقية الموجية، إضافة إلى وىو 

الصفر، أي أف ا ، نحصؿ عمى القيـ المقابمة في 
  :032مدى الدالة، كما في الجدوؿ ا

 
 (7.3جدوؿ )

Q 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1

0 

 
)(Qf

 

 

 

-

5 

 
 

-

4.

63 

 

-

4.

22 

 

-

3.

77 

 

-

3.

28 

 

-

2.

75 

 

-

2.

18 

 

-

1.

57 

 

-

0.

92 

 

-

0.

23 

 

 

0.

5 
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  .0327وتكوف الصورة البيانية لمدالة كما في الشكؿ ا
 

 : دالة الأرباح(7.38شكؿ )

 

EE. ( 7.42مثال )رسم الدالة: 

0,)(  xxfy 
 

ثـ ، x)(دعنا نختار القيـ التالية لممتغير المستقؿ 
  1.4الجدوؿ ا ندخميا في الدالة أعلبه، كما في

 (1.1جدوؿ )
7 6 5 4 3 2 1 0 x 

2.62.42.22.01.71.41.00.0f(x
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4 4 3 0 3 1 0 0 ) 
 

نلبحظ، في ىذه الحالة، أف مجاؿ الدالة يُحافظ عمى 
قيمة أكبر مف أو مساوية لمصفر، وبالتالي، فإف 

في شكؿ  د الحقيقية الموجبة، كمامجاليا ىو الأعدا
  .1.39ا
 

)(,0ا الجذر التربيعي دالة: (1.11شكؿ )  xxfy  

 

 
FF. ( 7.43مثال )رسم الدالة: 
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)(24الدالة ا لنفترض وجود xxfy وحيث أف إشارة .  
xا

سالبة، فإف منحنى الدالة يكوف مشابياً   2
xالمنحنى

، لكنو يكوف مقموباً، مع إحداثيات تقاطع  2
كما في الشكؿ   0,4ا ، و عمودية)0,2(أفقية
  .1.40ا
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)(24ا التربيعية الدالة:(1.11شكؿ ) xxfy   

 

 
 

لا نحصؿ، في حاؿ الدالة متعددة المتغيرات، عمى 
في الأمثمة السابقة، بؿ  كماصورة بيانية مف بعديف 

تكوف أبعاده مساوية  ، surfaceاسطحنحصؿ عمى 
لعدد المتغيرات جميعيا االمستقؿ والتابع . ومثاؿ عمى 

),(32ذلؾ أف صورة الدالة ا  zxzxfy تمثؿ سطحاً ذا  
ذا زادت المتغيرات عف ثلبثة فإننا لا  ثلبثة أبعاد، وا 

 نستطيع تخيميا بالرسـ البياني.
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 3يمكننا تمثيؿ احداثيات ديكارت في ثلبثة أبعاد ا

dimensional Cartesian coordinate وذلؾ ، 
  و xببناء بُعدٍ ثالث يكوف عمودياً عمى المحوريف ا

. وفي ىذه  1.42وا  1.41ايف ، كما في الشكمyا
الحالة تتعدؿ صيغة البعد بيف نقطتيف، آنفة الذكر، 

  ، كما يمي:Zلتشمؿ البُعد الثالث ا
 

2

12

2

12

2

12 )()()( zzyyxxd  
 

  و P1المثاؿ يكوف البعد بيف النقطتيف  اوعمى سبيؿ 
 ، 21PP  في الشكؿ أدناه معطى بالقطعة          اP2ا

  فيو معطى P1  و اOأما البعد بيف النقطتيف ا
 . ويتـ حساب مثؿ ىذه المسافة بالطريقة 10Pبالقطعة ا

، مع  1.33و ا  1.32ا يفالتي تعممناىا في المثال
   عمى الصيغة.Zادخاؿ البعد الثالث ا
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 (: مستوى ديكات مف ثلثة أبعاد1.11شكؿ )

 
 

 ,1  ا (aوعمى سبيؿ المثاؿ لو كانت لدينا النقطتاف 

فإف  ، 1.42كما في الشكؿ ا 1 ,1 ,2  اb  و ا1 ,2
 بينيما يكوف البعد
 
2)11()21()12()()()( 2222

12

2

12

2

12  zzyyxxd 
 

ثلث نقاط عمى مستوى (: البعد بيف 1.11شكؿ )
 ديكارت مف ثلثة أبعاد
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 Absolute Valueادالة القيمة المُطمقة  1.14ا

Function:  
نضطر فييا نواجو في بعض الحالات مسائؿ معينة، 

، مثؿ كمفة الفرصة القيمة المطمقةإلى التعامؿ مع 
والقيمة  البديمة أو مرونات الطمب السعرية، وما شابو.

ف كانت  المطمقة لاتحمؿ إلا إشارة موجبة، حتى وا 
القيمة الأصمية سالبة. وعمى سبيؿ المثاؿ دعنا 

 الدالة وجودنفترض 
3)(  xxf 

تخبرنا ىذه الدالة بأف القيمة الناتجة عف حاصؿ 
  يكوف دائماً موجب 3االعدد   مع xالجمع لممتغير ا
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القيمة. ولبياف ذلؾ دعنا نوضح ذلؾ مف خلبؿ 
  .1.5االأرقاـ، كما في الجدوؿ 

  1.5جدوؿ ا
x 1)(  xxf 

-3 2213  

-2 1112  

-1 0011  

0 1110  

1 2211  

2 3312  

يتطمب عرؼ التعامؿ مع القيـ المطمقة بوضعيا داخؿ 
ويمكننا الحصوؿ عمى   .الإشارة الدالة عميو، وىي ا

  .1.43صورة بيانية لمدالة كما في الشكؿ ا
 : دالة القيمة المطمقة 1.43شكؿ ا
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GG. (7.75:اختبار وجود الدالة) 

لتحديد وجود الدالة مف عدمو.  عدة اختبارات ىناؾ
اختبار الخط وأبسط ىذه الاختبارات ما يُسمى

 . وقد يُجرى ىذا vertical line testاالعمودي
الاختبار بالنظر فقط. فإذا قمنا بمد خطٍ عمودي في 
أجزاء مختمفة عمى منحنى العلبقة الرياضية، وقطع 

، فإف ىذا الخط ذلؾ المنحنى في أكثر مف نقطة
 . وفي الشكؿ nonfunctionalاغير داليةالعلبقة

 ، أدناه، يقطع الخط العمودي المتقطع منحنى 1.44ا
  A, B, &Cالعلبقة الرياضية في ثلبث نقاط ىي ا

عمى التوالي، مما يعني أف العلبقة غير دالية اغير 
 اقترانية ، بيف المتغيريف.

 (1.11شكؿ )
 .(Y( و )Xالمتغيريف )العلقة غير الاقترانية بيف 
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HH. (7.75)وأنواعها( أشكال الدوّال)الاقترانات: 

تأتي الاقترانات عمى أشكاؿ وأنواع متعددة، ومختمفة. 
لكف وجو الشبو بينيا ىو أف أي منيا يعبرُ عف سموؾٍ 

معيف لمظاىرة التي يمثميا، ويعتمد عمى متغيرٍ أو 
  xترمز امجموعةٍ مف المتغيرات. وفي الدواؿ التالية 

  b  أو اa  لممتغير المستقؿ، وترمز اz  أو اyأو ا
   لمثوابت:cأو ا
 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:33 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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II. ال الثابتةوالد(constant functions ٌكون :)
. ومثال (7.45، كما فً الشكل )طرفا الدالة ثابتٌن

 علٌها:

axf )( 
 : الدالة الثابتة(1.11شكؿ )

 

 رىىْ اٌذاٌخ(linear functions9ال الخطية)والد .1

وِثبي (. 1.11أو ِزٕبلصخ، وّب فٍ اٌؾىً )إِب ِزصبػذح

 ػٍُهب

bxaxf )( 
  1.46شكؿ ا

 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:33 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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(: رىىْ algebraic functions) اٌذواي اٌدجشَخ .1

 ىػبً ِزؼذدح اٌحذود، وَىىْ اٌّزغُش اٌّغزمً فُهب ِشف

( أػًٍ ِٓ اٌىاحذ اٌصحُح. وِثبي integerوبٍِخ ) ٌمىح  

 ػٍُهب:

وّب فٍ  (: quadratic functions)اي اٌزشثُؼُخ واٌذ .1

 وِثبي ػٍُهب(، 1.11اٌؾىً )

cbxaxxf  2)( 
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 : الدالة التربيعية 1.47شكؿ ا

 
 تغيير قيـالحصوؿ عمى أشكاؿ مختمفة بيمكننا 

  .x ، أو تغيير إشارة المتغير اa, b ,cالمعممات ا
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JJ. ال التكعٌبٌةوالد(cubical functions :) ًكما ف

 ومثال علٌها(، 7.48الشكل )

dcxbxaxxf  23)( 
 : الدالة التكعيبية 1.48شكؿ ا
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 ( أُلب٤ْٛ الأعبع٤خ1) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

126 

 

 
يمكننا الحصوؿ عمى أشكاؿ مختمفة بتغيير قيمة 

  .x ، أو تغيير إشارة المتغير اa, b ,cالمعممات ا
كما في  :rational functionsاالدواؿ الكسرية

دالة عمى دالة ناتجة مف قسمة وىي ،  1.49ا الشكؿ
 أخرى. ومثاؿ عمييا

)(

)(
)(

xt

xg
xf  
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 : الدالة الكسرية 1.49شكؿ ا

 
(: transcendental functions) اٌّزؼبٌُخاٌذواي  .1

داٌخ رغًُّ اٌذاٌخ اٌزٍ لاَّىٓ اٌزؼجُش ػٕهب ثصُغخ خجشَخ 

 . وِثبي ػٍُهب:ِزؼبٌُخ

كما في  :exponential functionا الدواؿ الأسية
وىي الدواؿ التي يكوف فييا الثابتُ  . 1.50الشكؿ ا

 مرفوعاً إلى قوة متغيرة. ومثاؿ عمييا:
y

x

byg

axf





)(

)( 
ويُغطي الفصؿ .اف  متغير x,y، وااف  ثابتa,bحيث ا

 الثالث مثؿ ىذه الدواؿ.
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 : الدالة الأسية 1.50شكؿ ا

 
 logaritmicا االموغ  ميةالدواؿ الموغاريث

function  :وىي الدواؿ  . 1.51كما في الشكؿ ا
التي يكوف فييا أحد المتغيرات، الواقع في الطرؼ 

مف الدالة، معطى بصيغة  الأيمف أو الأيسر أو كمييما
 ومثاؿ عمييا:. الموغ

xxf log)(  
 : دالة الموغ 1.51شكؿ ا
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 .مثؿ ىذه الدواؿ يُغطي الفصؿ الثالثو 

 trigonometric or  االجيبيةاالدواؿ المثمثية 

sinusoidal functions: 1.52كما في الشكؿ ا . 
وىي الدواؿ التي يكوف فييا المتغير، في الطرؼ 
الأيمف أو الأيسر أو كمييما، بصيغة دالة جيبية. 

 ومثاؿ عمييا:
)cos()( xbaxf  

 : الدالة الجيبية 1.52شكؿ ا
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 الدواؿ.ويُغطي الفصؿ الثالث مثؿ ىذه 
KK. (7.77 )معدل التؽٌر(Rate of Change:) 

معدؿ التغير بأنو سرعة تغير كمية ما خلبؿ يُعرّؼ 
في  . وعادة ما يُقاس كمقدار الزيادة االنقصاف الزمف

الزيادة االنقصاف  التي تطرأ مقدار نسبة إلى  متغيرٍ ما
 عمى متغير آخر، ذي علبقة.

مُدخلبت تمثؿ  لنفترض، مثلًب، بأف البيانات التالية
 outputا مخرجات الإنتاج  و input (IP)ا الإنتاج
(OP:  

IP 0 1 4 9 15 

OP 0 10 29 65 150 

نسبة  معدؿ التغير في مخرجات الإنتاجيتـ حساب 
كما في الجدوؿ،  ات الإنتاجالتغير في مخرجإلى 

  الصورة البياينة لمعدؿ 1.53أدناه، ويوضح الشكؿ ا
 التغير.
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ُٔذخلاد  اُ

(IP) 

 

ُٔخشعبد  اُ

(OP) 

 

اُزـ٤ش 

ك٢ 

(IP) 

IP 

اُزـ٤ش 

ك٢ 

(OP) 

OP 

ٓؼذٍ 

 اُزـ٤ش 

(
OP

IP



) 

0 0 - - - 

1 10 1 10 10.0000 

4 29 3 19 6.3333 

9 65 5 36 7.2000 

15 150 6 85 14.1667 

  1.53شكؿ ا

 
 Slope and)ميؿ الدالة ونقطة التقاطع  1.18ا

Intercept): 
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. المستقؿتتغير قيمة الدالة مع تبدُؿ قيمة المتغير 
 ميمُياوترتبط مع تغيرىا معممتاف رئيستاف، ىما 

 الأفقي والعمودي. :مع المحوريف نقطتا تقاطعياو
 في نقطة ما بأنو f(x))الدالة (slope(m)ميؿ يُعرّؼ

نسبة إلى التغير  التغير الحاصؿ لمدالة عند تمؾ النقطة
، أي الزيادة أو النقصاف الذي في المتغير المستقؿ

يطرأ عمى الدالة عندما ترتفع أو تنخفض قيمة المتغير 
المستقؿ ا عادة بمقدار ضئيؿ جداً . ويتـ حساب 

التغير   عمى riseا التغير العموديالميؿ مف قسمة 
أي التغير الحاصؿ في قيمة الدالة  ، runا الأفقي

مقسماً عمى التغير الحاصؿ في قيمة المتغير 
المستقؿ. ويرمز لمميؿ بػ 

x

y



الشكؿ  في ، كما
 . 1.54ا

  يمثؿ خطاً مستقيماً، فإف ميؿ 0343ولأف الشكؿ ا
 ىذا الخط المستقيـ ثابت عند كؿ النقاط عمى طولو. 
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 المستقيـ ميؿ الخط: (1.11شكؿ )

 
 

LL. ( مٌل الدالة الخطٌة7.44مثال ) :ونقطتا التقاطع 

xxfy 32)(  
x  بمقدار اxزيادة قيمة المتغير المستقؿ ا تؤدي

  ، وبالتالي فإفy  بمقدار اy ،إلى زيادة قيمة الدالة ا
 
xxxxyy  332)(32 
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xyعند طرح ا 32 مف طرفي المعادلة، نحصؿ عمى  
xyا  )( . وبالقسمة عمى3 x 

3نحصؿ عمى ا





x

y
m التغير ثابت  . وحيث أف معدؿ

ثابت عند كؿ النقاط. أي أف شكؿ  فإف ميؿ الدالة
الدالة البياني في ىذه الحاؿ ىو خط مستقيـ 

 ، 3 ، بميؿ مقداره اupward slopingامتصاعد
  وحدات عندما 3  ترتفع بمقدار اyمما يعني أف ا

  وحدة، وتنخفض بنفس المقدار 1  بمقدار اxتزيد ا
أنظر الشكؿ   بمقدار وحدة واحدة.xإذا انخفضت ا

  1.55ا

 : ميؿ الدالة(1.11شكؿ )
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، ،إف وجِدتا، أما بالنسبة لنقطتي التقاطع مع المحوريف

 فيتـ حسابيما كما يمي:
 = yنقطة التقاطع مع المحور الأفقي، تكوف اعند 

 : ، أي أف0

3

2

032





x

x 
مف الزوج  يعني بأف نقطة التقاطع الأفقية تتكوف مما

  .0 ,2/3-المرتب ا
  ، أي أف:x=0التقاطع العمودية تكوف اعند نقطة 

2

)0(32





y

y 
مما يعني بأف نقطة التقاطع العمودية تتكوف مف الزوج 

 . 1.56الشكؿ ا ،كما في 2 ,0المرتب ا
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 : نقاطع تقاطع الدالة(1.11شكؿ )

 
MM. ( مٌل الدالة الخطٌة7.45مثال )  ونقطتا

 التقاطع:

 الدالة  لدينا
xxfy 45)(  

  يؤدي إلى تغير x  بمقدار اxإف زيادة المتغير ا
yxfالدالة بمقدار ا    ، أي أف)(

4

4

445

)(45













x

y
m

xy

xx

xxyy
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 ، فإذا 4-وبالتالي فإف ميؿ الدالة سالب، ومقداره ا
  بمقدار وحدة واحدة تنخفض الدالة بمقدار xزادت ا

وبالنسبة لنقطتي التقاطع، إف وجِدتا،    وحدات.4ا
 فيما كما يمي:

 إٌمطخ الأفمُخ: .1

25.1
4

5

045





x

x 
مما يعني بأف النقطة الأفقية مكونة مف الزوج المرتب 

  .0 ,1.25ا
 

 إٌمطخ اٌؼّىدَخ: .1

5)0(45 y 
مما يعني بأف النقطة العمودية تتكوف مف الزوج 

 . 1.57الشكؿ ا  ،كما في0 ,5المرتب ا
 : ميؿ الدالة ونقاط تقاطعيا(1.11شكؿ )
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 عندما تتغير الكمية xf)(إنالميؿ ىو معدؿ تغير الكميةا

تتغير    بمقدار محدد. وفي المثاؿ المُبيف، أعلبه،xا
  بوحدة واحدة. xوحدات عندما تتغير ا بأربع  f(x)ا

)(بػ(xولو تغيرت ا x فإف اy تتغير بػ  )( y  ويكوف الميؿ
مساوياً  

x

y



 وىو معدؿ التغير كما تـ ذكره. وفي
ميؿ الخط المستقيـ مف حاصؿ   ، يَنتُجُ 1.57الشكؿ ا
XYالقسمة ا  /.  
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NN. ( مٌل الدالة ا7.46مثال ):لثابتة 

 لدينا
10)(  xfy 

قيمتيا تتغير، وبالتالي لايوجد في ىذه الدالة ما يجعؿ 
 ، أي أفيكوف التغير فييا منعدماً 

10 yy 
والزيادة  ،وعند طرح قيمة الدالة الأصمية مف الدالة

yyا ،عمييا نحصؿ عمى ،  
0y 

البيانية لمدالة كما يوضحيا الشكؿ وتكوف الصورة 
  .1.58ا

 
 : ميؿ الدالة(1.11شكؿ )
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في ىذه الحالة لاتوجد إلا نقطة تقاطع عمودية، وىي 

  ، دائماً.10 ,0مكونة مف الزوج المرتب ا
 

  0345ا يففي الشكم تيفالمبين تيففي مقابؿ الحال
 أعلبه، دعنا ننظر إلى ميؿ منحنى الدالة  0346وا

24)( xxfy  
 

)(24ميؿ المنحنى :(7.59شكؿ ) xxfy  
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 ، ونعيد رسميا 0331وصورتيا البيانية في الشكؿ ا
  أعلبه، مع مزيد مف التفاصيؿ مف 0348في الشكؿ ا

 التوضيح. أجؿ مزيدٍ مف 
حاصؿ  بالنظر ، ونحسب Iالربع الأوؿ ادعنا نتمعنب

)/(قسمة  11 xy   ونقارنو بحاصؿ قسمة)/( 22 xy   في
  .(IIالربع الثاني 

التماس بيف الخط المستقيـ ومنحنى الدالة في  وقع
ميؿ الخط  يكوفقمة المنحنى، ف قرب IIالربع الثاني ا
)/(المستقيـ، وىو  22 xy  ، والنقطة المقابمة لو عمى
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االمطمقة . أما نقطة التماس المنحنى، منخفض القيمة 
بيف الخط المستقيـ والنقطة المقابمة لو في الربع الأوؿ 

  فقد وقعت عند نقطة أكثر انحداراً عف الحالة في Iا
الربع الثاني، ويبدو مف النظر أف حاصؿ القسمة 

)/( 11 xy   أكثر مما ىو عميو في الربع الثاني. مما
قطة وأخرى. تمؼ بيف نيعني أف ميؿ المنحنى يخ

وكمما كاف قريباً مف قمة المنحنى، أو مف قاعو، 
 انخفض ىذا الميؿ. 

 
OO. ( مٌل الدالة ال7.47مثال )ةٌعٌربت: 

 
)(2)مف مثاؿ الدالة التربيعية xxfy ،) يكوف ميؿ

)2(عند النقطة الدالة x:كما يمي ، 
 

2)()( xxyyxxf  
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22 )(2 xxxx  
 

)(بطرح  2xy  مف طرفي المعادلة نحصؿ عمى ا
2)(2 xxxy  بالقسمة عمى . )( x نحصؿ عمى 
xx

x

y
m 




 2 

 
)2(وعند النقطة  x تكوف قيمة الميؿ ا

xx
x

y
m 




 )( . وعندما تؤوؿ الكمية 2)2(4 x  إلى

)2(الصفر، فإف الميؿ يكوف  x مما يعني أف زيادة .
تؤدي إلى زيادة   بمقدار وحدة واحدة xاانخفاض  ا
   بمقدار وحدتيف.yاانخفاض  ا
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PP. ( مٌل الدالة ال7.48مثال )ةٌبٌعكت: 

 
 لدينا الدالة

 
3223

3

33))(()()(

)(

xxxxxxxxxxyy

xxfy



 
 

  نحصؿ x  مف الطرفيف، والقسمة عمى اxf)(بطرح ا
 عمى

32 33 xxxx
x

y
m 




 

  ؟0xما قيمة الميؿ إذا أصبحت ا: سؤاؿ
تقة عند وسنمجأ إلى تعريؼ آخر لمميؿ باستخداـ المش

 .الحديث عنيا في الفصؿ الخامس
 

عند نقطة ما إذا كاف ميؿ  موجباً  الدالة ميؿ يكوف
الخط المستقيـ الذي يمِس الدالة عند تمؾ النقطة 
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 ، أدناه، يكوف ميؿ الدالة ا160موجباً. وفي الشكؿ ا
23 xxy موجب القيمة، 1,2  عند الزوج المُرتب ا  

1بدلالة معادلة الخط المستقيـ ا وىو مُعطى xy  
الذي يمس الدالة عند تمؾ النقطة. وعندما تكوف قيمة 

لا تتغير عند تمؾ  f(x)الميؿ مساوية لمصفر فإف 
وصمت إلى  ، إما ثابتة، أو أنياالنقطة. وتكوف الدالة
فصؿ ما سيتـ شرحو في ال نقطة حرجة. وىذا

 .الخامس
 

 (1,2ميؿ الدالة موجب عند النقطة ): (1.11شكؿ )

 

xxy  فيُبيف أف ميؿ الدالة ا1.61شكؿ اأما  32 3 

  ، وىو معطى1,1القيمة عند الزوج المرتب ا سالب 
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بدلالة ميؿ الخط المستقيـ الذي يمِس الدالة عند تمؾ 
xyالنقطة، ومعادلتو ىي 34 

 (1,1ميؿ الدالة سالب عند النقطة ): (1.11شكؿ )

 
تُعرّؼ  فإنيا interceptانقطةالتقاطعػ ل بالنسبة

بالنقطة التي تمتقي فييا الدالة بالمحور العمودي أو 
الأفقي. وعند التقائيا بالمحور الأفقي نقوؿ أف لمدلة 

 ، وتكوف horizanta interceptانقطة تقاطع أفقية
 . وعند التقائيا بالمحور y=0قيمة الدالة صفراً، أي ا
نقطة تقاطع العمودي نقوؿ أف لمدالة 

 ، وتكوف قيمة المتغير vertical interceptاعمودية

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:33 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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 . وحتى تكوف العلبقة بيف المتغيريف x=0المستقؿ ا
فإف  ، functionalاعلقة دالّيةالتابع والمستقؿ 

الالتقاء بيف الدالة والمحور العمودي ينبغي أف لا 
. وفي حاؿ الالتقاء في يحدث إلّا في نقطة واحدة فقط

و أكثر فإف العلبقة بيف المتغيريف ليست نقطتيف أ
 داليّة.

 

 :ميؿ الدالة( 7.49مثاؿ )
 الدالة

124

24

5)()(2)(

52)(

2

2

2













xx
x

y
m

xxxxy

xxxxYy

xxyxf

 
  ؟0xما قيمة الميؿ إذا أصبحت ا: سؤاؿ

 
ستيلؾ الا تينقطة التقاطع لدال( 7.51مثاؿ )
 :والإدخار
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المنحنى ونقطة التقاطع،  ميؿعمى مف الأمثمة
في الاقتصاد الكمي، ميؿ ونقطة التقاطع  المعروفة

والإدخار، حيث يمثؿ ميؿ منحنى  الاستيلبؾ دالتيل
الميؿ الحدي  ما يُسمى الإستيلبؾ
 marginal propensity toاللستيلؾ

consume(mpc) ، قيمة  وىو معدؿ تغير
الميؿ الدخؿ. أما ما يُسمى تغير  نسبة إلىالاستيلبؾ 

 marginal propensity to saveالحدي للإدخار

(mps)) ، نسبةإلى قيمة الإدخار  تغير يو معدؿف
  .1.62، كما في الشكؿ اتغير الدخؿ

dmpcYaC(: دالة الاستيلؾ البسيطة1.11شكؿ )  
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تُكتب دالة الاستيلبؾ البسيطة بالصيغة التالية، ومنيا 
 :شتقاؽ دالة الإدخار المُبينة أدناهيتـ ا

mpsYaS

mpcYaC



 
دالة الاستيلبؾ مع المحور  تقاطعنقطة  أما

الاستيلؾ المستقؿ عف  فتمثؿ ما يسمىالعمودي
، أي قيمة (autonomousconsumptionاالدخؿ

الاستيلبؾ عندما يكوف الدخؿ صفراً. ويوضح الشكؿ 
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 والإنفاق الاستهلاكً من خلال دالة( العلاقة بٌن الدخل 7.63)
 الاستهلاك البسٌطة

dmpcYaC  
  mpc  للئنفاؽ عمى الاستيلبؾ، و اCحيث ترمز ا

  لمدخؿ المتاح، Ydلمميؿ الحدي للبستيلبؾ، و ا
ويبيف أيضاً العلبقة بيف الدخؿ والادخار. ولو افترضنا 

أف صيغة دالة الاستيلبؾ ىي مف الشكؿ البسيط 
 التالي:

 

YC 75.100 

 
YCدالة الاستيلؾ: (1.11شكؿ ) 75.100 
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عند يتحقؽ  Y  و اCبيف ا فإف التوازف
)400

75.1

100

1
( * 







mpc

a
Y والميؿ الحدي للبستيلبؾ ىو ،

)75.( 



mpc

Y

Cوالاستيلبؾ المستقؿ عف الدخؿ ىو ، 
أما دالة  .1.63، مثمما ىو موضح في الشكؿ ا 100ا

  و Cبيف ا، فيمكف اشتقاقيا مف الفرؽ  Sا الادخار
 ، أي أف  Yا

YCYS 25.100 
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  أف الادخار يأخذ 1.63ويلبحظ في الشكؿ ا
 ، 400قيماً سالبة، مقابؿ مستويات دخؿ أقؿ مف ا

ويأخذ قيماً موجبة عند مستويات دخؿ أعمى مف 
الإدخار أف   . ويمكننا في سياؽ الحديث عف400ا

 ، مقابؿ Yنحسب المستوى المطموب مف الدخؿ ا
 . فمو افترضنا أف Iمستوى محدد مف الإستثمار ا

 ، I = 50المستوى المطموب مف الإستثمارات ىو ا
فإف مستوى الدخؿ المطموب ليذا الحجـ مف الإستثمار 

   كما يمي:S  مكاف اIمُعطى بتعويض ا
 

600
25.

150

25.150

25.10050

* 





Y

Y

YI

 

 المطموب توفرىا ىي Yأف قيمة الإنتاج ا مما يعني
  بقيمة I  وحدة مف أجؿ استيعاب استثمار ا600ا
  .، وتمبية طمبات المستيمكيف  وحدة50ا
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 اسئمة الفصؿ الأوؿ
حمّؿ المعادلة التالية إلى عوامميا الأولية، وأوجد 

 .ىاجذور 

021102  xx 
 انطؽ الجذر في المعادلة التالية

x
y

3
 

أوجد التوازف مف المعمومات المبينة في دالة 
 الاستيلبؾ وحجـ الاستثمار

20

9.25





I

YC 
 أوجد ميؿ الدالة

125)( 2  xxxf 
 أوجد نقطة التقاطع لمدالة

103)(  xxfy 
 أحسب معدؿ التغير مف البيانات التالية:

x y 
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5 10 

12 31 

 

 أوجد حدود المتباينة التالية:

35  xy 
المتغير ، و المتغير المتدخؿابحث عف المقصود بػ 

 .المربؾ

 حدد مجاؿ ومدى الدالة

3)( xxfy 
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 ( أُؼبدلاد ا٤ٗ٥خ2) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

157 

 

 

II. 2 

A. المعادلات الآنٌة 

Simultaneous Equations System 

B. منظومة المعادلات الآنٌة(simultaneous 
equations system ) هً مجموعة من معادلتٌن

ٌتم معادلة من متؽٌرٌن أو أكثر، وأو أكثر، وتتشكل كل 
المتؽٌرات كلها  ه معتحدٌد قٌمة كل متؽٌر من خلال تفاعل

 داخل المنظومة. 

ًض٤ش  ٖٓ اُزطج٤وبد بُٔؼبدلاد ا٤ٗ٥خ ك٢ ٗؾزبط إُى

اُزٞاصٕ ث٤ٖ  ؽبلاد ، ٝخبصخ ك٢ رؾذ٣ذالاهزصبد٣خ

اُطِت ٝاُؼشض، عٞاء ٓب ٣زؼِن ثغِؼخ ٓؼ٤٘خ أٝ 

عٞم  عج٤َ أُضبٍ ػ٘ذٓب ٗزؾذس ػٖعٞم. ٝػ٠ِ 

اُ٘وٞد، ٗوٍٞ ثؤٕ اُزٞاصٕ ٣زؾون ػ٘ذٓب ٣زغبٟٝ ػشض 

 عؼش اٌفبئذح اٌزىاصٍٔاُ٘وذٓغ اُطِت ػ٤ِٚ، ٣ٌٕٝٞ 

(equilibrium interest rate )أؽذ ٓخشعبد 

ٖٓ ٢ًٝ ٗزٌٖٔ اُزٞاصٕ اُز١ ٣زؾون ك٢ عٞم اُ٘وٞد. 

 أُؼبدلاد ٓ٘ظٞٓخإ٣غبد اُؾَ اُز١ ٣ؾُون ٝعٞد

 ،، لاثذ ٖٓ رٞكش ٓؼِٞٓبد ًبك٤خ ك٢ أُ٘ظٞٓخا٤ٗ٥خ

َ  ثؾ٤ش رلع٢ إُ ٖٓ ٗٞػٚ  فشَذ   ٠ ٝعٞد ؽ

(unique) . 
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اُلصَ ٓغ ٓ٘ظٞٓبد ٖٓ ٓؼبدُز٤ٖ  ٛزا ٗزؼبَٓ ك٢

ُٔ٘ظٞٓبد الأػ٠ِ إ٠ُ اُلصَ آ٤ٗز٤ٖ كوػ، ٝٗزشى ا

إؽذٟ  . ٝهذ ٗٞاعٚ ك٢ اُزطج٤وبد اُؼ٢ِٔؼبششاُ

 اُؾبلاد اُزب٤ُخ:

 

 

C. (2.7 ) المعادلات التابعة(Dependent 
Equations:) 

٣ٌٖٔ ُِخط٤ٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ اُز٣ٖ ٣ٔضلإ أُؼبدُز٤ٖ 

رٌٕٞ ٜٝٔب. )٣٘طجوب( ػ٠ِ ثؼعا٤ٗ٥ز٤ٖ إٔ ٣طُجوب 

( dependent) ربثؼزُٓأُؼبدُزبٕ ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ 

 .ُجؼعٜٔب

 

D. ( 2.7مثال) تطابق الخطٌن المستقٌمٌن الممثلٌن
 للمعادلتٌن الآنٌتٌن:

 أُ٘ظٞٓخ ا٤ٗ٥خ اُزب٤ُخ: ٝعٞدُ٘لزشض 

)2...(842

)1...(24612





xy

yx
 

 

ػ٘ذ رذه٤ن اُ٘ظش ك٢ أُؼبدُز٤ٖ ٗغذ أٜٗٔب ٓؼبدُخ 

 ٝاؽذح. كٖٔ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ
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24612  yx 

42( ٗؾصَ ػ٠ِ )6ثبُوغٔخ ػ٠ِ )  yx أُؼبدُخ ٖٓٝ .)

842اُضب٤ٗخ )  xy( ٝاُوغٔخ ػ٠ِ ،)( ٗؾصَ ػ٠ِ )2

42  yxُخط٤ٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ ٣٘طجوبٕ (. ٝثبُزب٢ُ، كئٕ ا

 .(2.1،ًٔب ك٢ اُشٌَ )ٜٔبػ٠ِ ثؼع

 رطبثك اٌخطُٓ اٌّغزمُُّٓ: (1.1ؽىً )
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III. (1.1 ) ُّ ُّ –زغمخاٌّؼبدلاد اٌ  Consistent) ٍخـغزماٌ

Equations:) 

٣ٌٖٔ ُِخط٤ٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ أُٔض٤ِٖ ُِٔؼبدُز٤ٖ إٔ 

٣زوبغؼب ك٢ ٗوطخ  ٝاؽذح، ٝرٌٕٞ أُؼبدُزبٕ، ك٢ ٛزٙ 

،  ( ٓغ ثؼعٜٔبconsistent) ِزغمزُٓاُؾبُخ،

 .عٜٔب( ػٖ ثؼindependent) ِغزمٍزُٓٝ

 

A. ( 2.2مثال )اطع الخطٌن المستقٌمٌن الممثلٌن تق
 آنٌتٌن:لمعادلتٌن 

 

 أُ٘ظٞٓخ ا٤ٗ٥خ اُزب٤ُخ: ُ٘لزشض ٝعٞد

)2....(22

)1...(106





xy

xy
 

 ػ٘ذ ٓغبٝارٜٔب ٗؾصَ ػ٠ِ

1

22106





x

xxy 

 

( ك٢ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ أٝ اُضب٤ٗخ xثبُزؼ٣ٞط ػٖ )

(، ٝثبُزب٢ُ كئٕ اُخط٤ٖ y = - 4ػ٠ِ )ٗؾصَ 

(، 4 - ,1أُغزو٤ٔ٤ٖ ٣زوبغؼبٕ ػ٘ذ اُضٝط أُشرت )

 ( أدٗبٙ.2.2ًٔب ك٢ اُشٌَ )
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 رمبغغ اٌخطُٓ اٌّغزمُُّٓ: (1.1ؽىً )
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B. ( 2.3مثال )لٌن ـتقاطع الخطٌن المستقٌمٌن الممث
 :للمعادلتٌن الآنٌتٌن

 

 أُؼبدُز٤ٖ ا٤ٗ٥ز٤ٖ اُزب٤ُز٤ٖ: ُ٘لزشض ٝعٞد

)2...(632

)1...(464





yx

yx 

 
 ( 1ٖٓ أُؼبدُخ )

6

4

6

4

644

464







xy

yx

yx

 

 رمبغغ اٌخطُٓ اٌّغزمُُّٓ: (1.1ؽىً )

 
 ( ٗؾصَ ػ2٠ِثبُزؼ٣ٞط ك٢ أُؼبدُخ )

1

6
6

4

6

4
32













x

xx 
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 ( ٗؾصَ ػ2٠ِ( أٝ )1ثبُزؼ٣ٞط ك٢ )

 

إرٕ اُضٝط أُشرت 

(، 2.3ًٔب ك٢ اُشٌَ )أُ٘ظٞٓخ ( ٛٞ ؽَ 1,1.33)

 ٝٛٞ أُطِٞة.

 

C. (2.3)  المعادلات ؼٌر المتسقة– 
 (:Inconsistent Equations)المتوازٌة

٣ٌٖٔ ُِخط٤ٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ اُز٣ٖ ٣ٔضلإ أُؼبدُز٤ٖ إٔ 

 غُش ِزغمز٣ُٓزٞاص٣ب، ٝرٌٕٞ أُؼبدُزبٕ ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ

(inconsistent ٕٓغ ثؼعٜٔب ثؼعب ، لأٜٗٔب رؼُط٤ب )

 ٓؼِٞٓبد ٓزعبسثخ ؽٍٞ غج٤ؼخ أُغؤُخ رؾذ اُذسط.

 

D. ( 2.4مثال ):توازي الخطٌن المستقٌمٌن 

 

 أُ٘ظٞٓخ اُزب٤ُخ ُ٘لزشض ٝعٞد

)2...(446

)1...(446





yx

yx 

 ٗغذ ٖٓ أُؼبدُخ الأ٠ُٝ إٔ 

1)2/3(  xy 
 

3333.1

86

464







y

y

yx
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 رىاصٌ اٌخطُٓ اٌّغزمُُّٓ: (1.1ؽىً )

 
 ٖٝٓ أُؼبدُخ اُضب٤ٗخ

1)2/3(  xy 
ٝثبُزب٢ُ  ٣زٞاصٟ اُخطبٕ أُغزو٤ٔبٕ أُٔضلإ 

 ( أدٗبٙ.2.4ُِٔؼبدُز٤ٖ، ًٔب ك٢ اُشٌَ )

 

E. (2.4) المعادلات المتعامدة(Perpendicular 
Equations:) 

اُخطبٕ أُغزو٤ٔبٕ اُِزإ ٣ٔضلإ أُؼبدُز٤ٖ  َزؼبِذ

ٓغزوِزبٕ، ا٤ٗ٥ز٤ٖ إرا ًبٗذ أُؼبدُزبٕ ٓزغوزبٕ ٝ

 .(1-ٓغب٣ٝب  ُـ )( ًَ ٜٓ٘ٔب mٝؽبصَ ظشة ٤َٓ)
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 ( أُؼبدلاد ا٤ٗ٥خ2) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

165 

 

F. ( 2.5مثال ):تعامد الخطٌن المستقٌمٌن 

 أُ٘ظٞٓخ ا٤ٗ٥خ اُزب٤ُخ: ُ٘لزشض ٝعٞد

 

3
2

1

72





xy

xy

 

 

 رؼبِذ اٌخطُٓ اٌّغزمُُّٓ: (1.1ؽىً )

 
 

 m1×m2ٝؽ٤ش إٕ ؽبصَ ظشة ٢ِ٤ٓ أُؼبدُز٤ٖ )

 (، كئٕ اُخط1ٖ٤- =(1/2)*2-(، أ١ )1- =

 (.2.5ٓزؼبٓذإ، ًٔب ك٢ اُشٌَ )

G. ( 2.6مثال ):تعامد الخطٌن المستقٌمٌن 

 أُ٘ظٞٓخ اُزب٤ُخ: ُ٘لزشض

xy

xy





3

1
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(، m1×m2 = -1ؽبصَ ظشة ا٤ِ٤ُٖٔ )ٝؽ٤ش إٔ 

 (.2.6كئٕ اُخط٤ٖ أُغزو٤ٔ٤ٖ ٓزؼبٓذإ ًٔب ك٤بُشٌَ )

 رؼبِذ اٌخطُٓ اٌّغزمُُّٓ: (1.1ؽىً )

 
 

H. ( 2.7مثال ):معادلات الطلب والعرض 

 

 ٓؼبدُز٢ اُطِت ٝاُؼشض اُزب٤ُز٤ٖ: ُ٘لزشض ٝعٞد

 :ِؼبدٌخ اٌطٍت

p = 80 – Q 
 ِؼبدٌخ اٌؼشض:

P = 20 + 2Q 

 

ػ٘ذ ٗوطخ اُزٞاصٕ رٌٕٞ ا٤ٌُٔبد أُطِٞثخ ٓغب٣ٝخ 

 ٤ٌُِٔبد أُؼشٝظخ، ٝثبُزب٢ُ كئٕ
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80 – Q = 20 + 2Q 
Q

*
 = 20 

P
*
 = 60

 

اُصٞسح اُج٤ب٤ٗخ ُٔ٘ؾ٢٤٘ اُطِت  (2.7ك٢ اُشٌَ )ٗشٟ 

( demand and supply curvesٝاُؼشض )

 equiblibriumٝا٤ٌُٔخ ٝاُغؼش اُزٞاص٤٤ٖٗ )

quantity and price اٌزىاصْ(، إظبكخ إ٠ُ ٗوطخ 

(equilibrium point اُز٢ رزغبٟٝ ػ٘ذٛب ا٤ٌُٔبد )

 أُطِٞثخ ٝأُؼشٝظخ، ٝعؼش اُطِت ٝاُؼشض. 

 (1.1ؽىً )

 
 

I. ( 2.8مثال )تحلٌل الطلب والعرض(Demand & 

Supply Analysis:) 

( ٝ أُؼشٝظخ Qdُ٘لزشض ثؤٕ ا٤ٌُٔبد أُطِٞثخ )

(Qs:ٖاُؤؼ ٓؼطبح ثبُٔؼبدُز٤ٖ اُزب٤ُز٤ ٖٓ ) 

PQ

PQ

s

d

210

315




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 ( ُِغؼش.Pؽ٤ش رشٓض )

 (1.1ؽىً )

 
(، ًٔب ك٢ اُشٌَ Qd = Qsػ٘ذ اُزٞاصٕ رٌٕٞ )

 إٔ(، أ١ 2.8)

12

1

55

210315

*









Y

P

P

PP

 

 

 price) أسظُخ عؼشُ٘لزشض ثؤٕ اُؾٌٞٓخ ؽذدد 

floor( ٓوذاس )Pf  = 2 فبئط(. ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ ٣ؾذس 

(excess supply or surplus ًٌَٔب ك٢ اُش ،)

( Qd = 9(، ؽ٤ش رٌٕٞ ا٤ٌُٔبد أُطِٞثخ )2.9)

(، ٣ٌٕٝٞ اُلبئط Qs = 14ٝا٤ٌُٔبد أُؼشٝظخ )

(14 – 9 =5.) 

 شض: فبئط اٌؼ(1.1ؽىً )

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:33 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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 عمفبً ٌٍغؼشدػ٘ب ٗلزشض ثؤٕ اُؾٌٞٓخ ؽذدد 

(price ceiling( ٙٓوذاس )Pc = 0.5 ٙك٢ ٛز .)

 excess demand or) ػدضاُؾبُخ ٣ؾذس 

shortage( ًٌَٔب ك٢ اُش ،)ؽ٤ش رٌٕٞ 2.10 ،)

(، ٝا٤ٌُٔبد Qd = 13.5ا٤ٌُٔبد أُطِٞثخ )

 9 – ٣ٝ13.5ٌٕٞ اُؼغض ) (،Qs = 9أُؼشٝظخ )

=4.5.) 

 

  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:33 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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 : فبئط اٌطٍت(1.11ؽىً )

 

J. ( 2.9مثال )ةلاالعم على الطلب والعرض: 

 

ُ٘لزشض إٔ اُطِت ٝاُؼشض ُوٟٞ اُؼَٔ ٓؼط٠ ٖٓ 

 خلاٍ أُؼبدُز٤ٖ ا٤ٗ٥ز٤ٖ

wL

wL

s

d

3130

240




 

( ُؼشض Ls( ُِطِت ػ٠ِ اُؼٔبُخ ٝ )Ldؽ٤ش رشٓض )

( ُٔؼذٍ ٣wّٞ ػ٠ِ اُزٞا٢ُ(، ٝ) /الأُق سعَاُؼٔبُخ )

 الأعش اُؾو٤و٢.

 (، ٝثبُزب٢ُ كئLd=Lsٕػ٘ذ اُزٞاصٕ رٌٕٞ )
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 .اُصٞسح اُج٤ب٤ٗخ ُِؾبُخ (2.11)٣ٝج٤ٖ اُشٌَ 

 (1.11ؽىً )

 
: اؽغت ؽغْ اُجطبُخ إرا ًبٕ اُؾذ الأد٠ٗ رٔش٣ٖ

 (.w = 30ُلأعٞس )

 

 

 

 

 Shift in)الإصاؽخ ك٢ ٓ٘ؾ٠٘ اُطِت( 2.10ٓضبٍ )

the Demand Curve): 

يتطمب العُرؼُ في عمـ الاقتصاد، عند الحديث عف الطمب والعرض، أف نضع السعر ملحظة: 
عمى المحور العمودي، والكمية عمى المحور الأفقي. وفي كمتا الحالتيف نصؿ إلى نفس الحؿ. وكي 

 inverseا دالة الطمب العكسيةنتفادى الإرتباؾ الممكف، يمكننا دائماً المجؤ إلى ما يُسمى 

demand function ا العكسية عرضدالة ال  وinverse supply function وىو ما نتحدث . 
 عنو في الفصؿ الثالث.
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رؼبِٓ٘ب دػ٘ب ٗؼٞد إ٠ُ ٓ٘ظٞٓخ اُطِت ٝاُؼشض اُز٢ 

ٓؼٜب ك٢ ٓضبٍ رؾ٤َِ اُطِت ٝاُؼشض، اُغبثن. ًٝبٗذ 

 ٖٓ اُشٌَ اُزب٢ُ:

PQ

PQ

s

d

210

315





 
اسرلغ  (I) ٓزٞعػ دخَ أُغز٤ٌِٜٖ ُ٘لزشض ا٥ٕ ثؤٕ

( د٣٘بس. ٝؽ٤ش إٔ اُذخَ 250( د٣٘بس إ٠ُ )200ٖٓ )

 determinants of) ؾذداد اُطِتُٓ أؽذ  ٛٞ

demand)، ػ٠ِ اُؤؼ،  اُطِتك٢ وذ أدٟ إ٠ُ ص٣بدح ك

(. 25( إ٠ُ )15، ٖٓ )ص٣بدح اُؾذ الأد٠ٗ ٖٓ خلاٍ

 كزصجؼ أُ٘ظٞٓخ ًٔب ٢ِ٣:

PQ

PQ

s

d

210

325





 
ػ٘ذ اُزٞاصٕ رزغبٟٝ ا٤ٌُٔبد أُطِٞثخ ٓغ ا٤ٌُٔبد 

 أُؼشٝظخ. أ١ إٔ

16

3

515

210325

*

*






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Q

P

P

pP

 

ٗلاؽع ثؤٕ ا٤ٌُٔبد ٝالأعؼبس اُزٞاص٤ٗخ صادد. ٣ٌٝٔ٘٘ب 

 (.2.12ًٔب ك٢ اُشٌَ ) ،رُي ث٤ب٤ٗب   اُزؼج٤ش ػٖ

 : الإصاؽخ ك٢ ٓ٘ؾ٠٘ اُطِت(2.12شٌَ )
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ٓب ؽذس ثغجت ص٣بدح اُطِت )٤ُٝظ ا٤ٌُٔخ أُطِٞثخ( 

هذ اٗزوَ إ٠ُ ا٤ٔ٤ُٖ، ٖٓ أُٞهغ  إٔ ٓ٘ؾ٠٘ اُطِت

(D1( إ٠ُ أُٞهغ )D2 ٝهذ أدد ٛزٙ الإصاؽخ إ٠ُ .)

(، ٝاسرلبع اُغؼش 16( إ٠ُ )12اسرلبع اُطِت ٖٓ )

 (.3( إ٠ُ )1ٖٓ )

ًبٗذ الإ٣شاداد ا٤ٌُِخ، ٢ٛٝ ٗلغٜب ه٤ٔخ ٓشزش٣بد 

(. P x Q =1 x 12 = 12أُغز٤ٌِٜٖ ٖٓ اُؤؼ، )

 = PxQ = 3 x 16ٝثؼذ ص٣بدح اُطِت أصجؾذ )

48.) 

 income) ٓشٝٗخ اُطِت اُذخ٤ِخ٣ٌٔ٘٘ب ؽغبة 

elasticity of demand:ًٔب ٢ِ٣ ،) 
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(، normal good)عِؼخ ػبد٣خٓٔب ٣ؼ٢٘ ثؤٕ اُؤؼ 

٠ُ %(، ٓضلا ، رؤد١ إ10اُذخَ ث٘غجخ )ٝإٔ ص٣بدح 

 = x 1.286 10ص٣بدح اُطِت ػ٠ِ اُؤؼ ث٘غجخ )

12.86% .) 
 Shift in)ؼشضالإصاؽخ ك٢ ٓ٘ؾ٠٘ اُ( 2.11ٓضبٍ )

the Supply Curve): 

 :( ُ٘لزشض ثؤ2.8ٕٖٓ أُضبٍ )

PQ

PQ

s

d

210

315


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ٝٗز٤غخ ُزؾغٖ رو٤٘خ الإٗزبط، اعزطبع أُ٘زغٕٞ ص٣بدح 

 ػشض اُغِؼخ، ُزصجؼ داُخ اُؼشض ًٔب ٢ِ٣:
PQS 212 

 ػ٘ذ اُزٞاصٕ:

2.136.0
5

3

35

212315

** 

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QP
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إ٠ُ  (1ٓٔب ٣ؼ٢٘ ثؤٕ اُغؼش اُزٞاص٢ٗ اٗخلط ٖٓ )

( إ٠ُ 12(، ٝإٔ ا٤ٌُٔخ اُزٞاص٤ٗخ اسرلؼذ ٖٓ )0.6)

 (.2.13اُشٌَ )(، ًٔب ك٢ 13.2)
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 الإصاؽخ ك٢ ٓ٘ؾ٠٘ اُؼشض :(2.13شٌَ )

 
K. ( 2.72مثال )منظومة المعادلات التربٌعٌة :)( 

 ُذ٣٘ب ٓ٘ظٞٓخ أُؼبدلاد ا٤ٗ٥خ اُزشث٤ؼ٤خ اُزب٤ُخ:

3)(

1)( 2





zzg

zzf
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(2.14شٌَ )
 

 
 :اُذاُز٤ٖث٤ٖ زغب١ٝ ٣ؼط٤٘ب اُ

2,1

0)2)(1(

0231)()( 22







zz

zz

zzzzzgzf

 (.1303أٗظش اُشٌَ ) 

 رٞاصٕ اُغٞم ػ٠ِ عِؼخ اُجشروبٍ: (1302) ٓضبٍ

 ُذ٣٘ب ٓ٘ظٞٓخ أُؼبدُخ ا٤ٗ٥خ اُزب٤ُخ ػٖ عِؼخ اُجشروبٍ:

PQ

PQ

d

S

35

2 2



 

( ٤ٌُِٔخ Qd( ٤ٌُِٔخ أُؼشٝظخ، ٝ)QSؽ٤ش رشٓض )

( ُِغؼش Pأُطِٞثخ ٖٓ اُجشروبٍ )ثبلأُق ًـْ(، ٝ )

 (.1304(. أٗظش اُشٌَ )/ًـْ)ثبُذ٣٘بس

 

 ٗؾصَ ػ٠ِ:ػ٘ذ اُزٞاصٕ 
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 (1304شٌَ )

 
 ٝهذ رْ إٛٔبٍ اُغؼش اُغبُت لأٗٚ ؿ٤ش ٓؼوٍٞ.

 :داُزب اُطِت ٝاُؼشض اُزشث٤ؼ٤زبٕ( 1303ٓضبٍ )

ُ٘لزشض ثؤٕ اُطِت ٝاُؼشض ُٔغبؽبد أُخبصٕ اُز٢ 

رؤعَش ك٢ أُ٘طوخ اُص٘بػ٤خ ٖٓ ٓذ٣٘خ ػٔبٕ ٓؼطبح 

 ثبُذاُز٤ٖ:

96

2510

2

2





PPQ

PPQ

S

d 

ؽ٤ش أُغبؽبد ثآلاف الأٓزبس أُشثؼخ، ٝالأعؼبس 

ثبلأُق د٣٘بس ُِٔزش أُشثغ. ٝػ٘ذ اُزٞاصٕ رٌٕٞ 

)أٗظش  ا٤ٌُٔبد أُطِٞثخ ٓغب٣ٝخ ٤ٌُِٔبد أُؼشٝظخ

 :((1305اُشٌَ )
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 (1305شٌَ )

 
 :ٕبٌغش٣زاُاُطِت ٝاُؼشض داُزب( 1304ٓضبٍ )
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 :((1306)أٗظش اُشٌَ ) اُزٞاصٕ ٣ٌٕٞ ػ٘ذ

4269.18
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 (1306شٌَ )
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 ! لاؽع ٤َٓ ًَ ٓ٘ؾ٠٘

كبئط أُغزِٜي ٝأُ٘زظ ٝخغبسح اُٞصٕ (2.16)ٓضبٍ 

 ,Consumer’s & Producer’s Surplus)ا٤ُٔذ 

and Dead Weight Loss): 

 ٓ٘ظٞٓخ اُطِت ٝاُؼشض اُزب٤ُخ: ٝعٞددػ٘ب ٗلزشض 

PQ

PQ

s

d

61

211





 
( ٤ٌُِٔخ Qs( ٤ٌُِٔخ أُطِٞثخ، ٝ )Qdؽ٤ش رشٓض )

 ( ُغؼش اُغِؼخ.Pأُؼشٝظخ ٝ )
 ػ٘ذ اُزٞاصٕ

25.1

8

10
810

61211

*

*









P

PP

PP

QQ sd

 
ثبُزؼ٣ٞط ػٖ ه٤ٔخ اُغؼش اُزٞاص٢ٗ ك٢ ٓؼبدُخ 

 اُطِت، أٝ اُؼشض ٗؾصَ ػ٠ِ
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5.8)25.1(615.8)25.1(211* Q 
٣ٌٝٔ٘٘ب رٔض٤َ (. Q* = 8.5أ١ إٔ ا٤ٌُٔخ اُزٞاص٤ٗخ )

 (.2.18) ٤غخ ث٤ب٤ٗب  ًٔب ك٢ اُشٌَٛزٙ اُ٘ز

 

 (: رىاصْ اٌغىق2.18ؽىً )

 

 
 

ٖٓ اُغَٜ ؽغبة ٗوطخ اُزوبغغ اُؼٔٞد٣خ ٌَُ ٖٓ 

 ، ٢ٛٝٔ٘ظٞٓخاُك٢  ٓ٘ؾ٠٘ اُطِت ٝٓ٘ؾ٠٘ اُؼشض

 = Qdثبُ٘غجخ ُٔ٘ؾ٠٘ اُطِت ٗلزشض إٔ )ًٔب ٢ِ٣:

 (، ٝثبُزب٢ُ كئ0ٕ

5.5
2

11

0211





vidP
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اُزوبغغ اُؼٔٞد٣خ ُٔ٘ؾ٠٘  ( ُ٘وطخPvidرشٓض ) ؽ٤ش

 Qsؤٕ )ث٘لزشض كأٓب ثبُ٘غجخ ُٔ٘ؾ٠٘ اُؼشض اُطِت.

 (، ٝثبُزب٢ُ كئ0ٕ =

17.0.
6

1

061





visP

P 
( ُ٘وطخ اُزوبغغ اُؼٔٞد٣خ ُٔ٘ؾ٠٘ Pvisؽ٤ش رشٓض )

اُؼشض.ٝث٘بءا  ػ٠ِ ٛزٙ اُ٘زبئظ ٣ٌٔ٘٘ب ؽغبة كبئط 

 أُغزِٜي ٝكبئط أُ٘زظ ًٔب ٢ِ٣:

 
فبئط (، ٣٘ؾصش 2.19ك٢ اُشٌَ )

ٓغبؽخ  ك٢( consumer’s surplus)اٌّغزهٍه

 ،ٝرٌٕٞ ه٤ٔزٚ:(E, 5.5 ,1.25أُضِش )
0625.18)25.15.5(5.8

2

1


 

 (: فبئط اٌّغزهٍه وفبئط إٌّزح2.19ؽىً )
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 ك٢( producer’s surplus)فبئط إٌّزح٣ٝ٘ؾصش 

 ٝرٌٕٞ ه٤ٔزٚ:(، E, 0.17 ,1.25ٓغبؽخ أُضِش )

59.45.8)17.025.1(
2

1
 

٣ٌٕٝٞ ٓغٔٞع كبئط أُغزِٜي ٝأُ٘زظ ٓؼب  

 .٤غخاُ٘زٛزٙ ٣ٞظؼ  (2.19)(.ٝاُشٌَ 22.6525)

 (dead weight loss) خغبس اٌىصْ اٌُّذ رؼُشّف

صَ ك٢ كبئط أُغزِٜي أٝ ثؤٜٗب الإٗخلبض اُؾب

 كبئط أُ٘زظ، أٝ ٓغٔٞع اُلبئع٤ٖ.

ٓؼشٝكخ  ؤٕ اُؾٌٞٓخ كشظذ ظش٣جخ ؿ٤شجدػ٘ب ٗلزشظ

أُوذاس ثبُ٘غجخ ُ٘ب، ٌُ٘٘ب ػشك٘ب أٜٗب أدد إ٠ُ اٗخلبض 

ش ( ٝؽذاد كوػ، ٝإٔ اُغؼ7اُطِت ػ٠ِ اُغِؼخ إ٠ُ )

ٝإٔ اُغؼش اُز١ (،2اُز١ دكؼٚ أُغزٌِٜٕٞ ًبٕ )

 (.1هجعٚ اُجبئؼٕٞ ًبٕ )
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اُؾصٍٞ ػ٠ِ  ،ٔؼِٞٓبد٣ٌٔ٘٘ب، ث٘بء ػ٠ِ ٛزٙ اُ

( tax burden)ػتء اٌعشَخػٖؽغبثبد ٓل٤ذح 

ٝخغبسح اُٞصٕ ا٤ُٔذ، ٝاُخغبسح ك٢ ًَ ٖٓ كبئط 

 أُغزِٜي ٝأُ٘زظ. ٢ٛٝ ًٔب ٢ِ٣:

ٖٓ رضج٤ذ  ٖٓ اعَ اُٞصٍٞ إ٠ُ إعبثبد ده٤وخ، لاثذ

 صٞسح ث٤ب٤ٗخ ًٔب ك٢ اُشٌَ ػ٠ِ الأسهبّ أُزًٞسح

 . ٢ٛٝ صٞسح ٌٓجشح ثٜذف اُزٞظ٤ؼ.(2.20)

 (: خغبسح اٌىصْ اٌُّذ2.22ؽىً )

 

 
 اٌحغبثبد:

ش (، أ١ اُلشم ث٤ٖ عؼ1= 1– 2ٛٞ )اٌعشَجخحدُ 

 .أُشزش١ ٝعؼش اُجبئغ
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(، أ١ ؽغْ x 7 =7 (1–2)٢ٛ )حصٍُخ اٌعشَجخ

 .اُعش٣جخ ٓعشٝثب  ثب٤ٌُٔخ
 = 1.25 – 2ٛٞ ) ػتء اٌعشَجخ ػًٍ اٌّغزهٍه

ص٢ٗ ٝاُغؼش اُز١ (، أ١ اُلشم ث٤ٖ اُغؼش اُزٞا0.75

 (.Q=7ُِؾصٍٞ ػ٠ِ ) ش٣١وجَ ثٚ أُشز
(، أ١ اُلشم 0.25ٛٞ ) ػًٍ إٌّزحػتء اٌعشَجخ 

ث٤ٖ اُغؼش اُزٞاص٢ٗ ٝاُغؼش اُز١ ٣وجَ ثٚ اُجبئؼٕٞ 

 (.Q=7)ُِزعؾ٤خ ثـ 
 خغبسح اُٞصٕ ا٤ُٔذ ٢ٛ

75.0)75.8()12(
2

1


 
 ٢ٛٝ اُو٤ٔخ اُز٢ ُْ ٣غزلذ ٜٓ٘ب أؽذ.

 ٢ٛ اٌخغبسح ِٓ فبئط اٌّغزهٍه
8125.5)75.07()75.8()25.12(

2

1


 
ٝر٘وغْ إ٠ُ عضئ٤ٖ: عضء رٛت ك٢ خغبسح اُٞصٕ 

رٛت إ٠ُ (، ٝعضء 0.5625ا٤ُٔذ، ٝه٤ٔزٚ )

 (.5.25اُعش٣جخ، ٝه٤ٔزٚ )
(: خغبسح اٌىصْ اٌُّذ والإصاحخ فٍ 2.21ؽىً )

 ِٕحًٕ اٌؼشض
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 ٢ٛ اٌخغبسح فٍ ِٓ فبئط إٌّزح

9375.1)25.07(5.1)125.1(
2

1


 
غبسح اُٞصٕ خٝر٘وغْ إ٠ُ عضئ٤ٖ: عضء رٛت ك٢ 

(، ٝعضء رٛت إ٠ُ 0.1875ا٤ُٔذ، ٝه٤ٔزٚ )

 (.1.75اُعش٣جخ، ٝه٤ٔزٚ )

ك٢ ٛزٙ اُؾبُخ،٣ٌٔ٘٘ب إٔ ٗزخ٤َ ثؤٕ ٓ٘ؾ٠٘ اُؼشض هذ 

، ًٔب (’S( إ٠ُ أُٞهغ )Sاٗزوَ إ٠ُ ا٤ُغبس ٖٓ أُٞهغ )

 (.2.21ك٢ اُشٌَ )
اُذخَ اُزٞاص٢ٗ ك٢ اُ٘ٔٞرط ا٤ٌُ٘ض١ (2.17)ٓضبٍ 

(Equilibruim Incom in the Keynesian 

Model:) 
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( Y)( national income)اُذخَ اُٞغ٣٢٘زْ رؾذ٣ذ 

 ٖٓ( Keynesian model)اُ٘ٔٞرط ا٤ٌُ٘ض١ك٢ 

( أُغزوَ I) الاعزضٔبس( ٓغ C) داُخ الاعزٜلاىرلبػَ 

ٗلوبد ، ٝ(autonomous investment) ػٖ اُذخَ

 autonomous)( أُغزوِخ ػٖ اُذخGَ)  اُؾٌٞٓخ

government expenditureٝ ،)ُعشائت داُخ ا

(tax function )(T = t0 +tYٝ،) ٕا٤ُٔضا

، ٝٛٞ ٓغزوَ (X - M)( trade balance)اُزغبس١

عج٤َ أُضبٍ، دػ٘ب ٗلزشض  . ٝػ٠ِػٖ ٓغزٟٞ اُذخَ

 ثؤٕ

a

a

a

d

MXMX

GG

II

tYtT

mpcYaC

)()(

0











 

٣زْ رؾذ٣ذ اُزٞاصٕ ( ُِذخَ أُزبػ. Ydٝؽ٤ش رشٓض )

ًٔب  ثذٕٝ ظشائت (Y)ٝاُذخَ( C)ث٤ٖ الاعزٜلاى

:٢ِ٣ 

mpc

a
Y

ampcYYmpcYaY

CY










1

 

(، ٣صجؼ اُ٘ٔٞرط Yd =Y-Tػ٘ذ إدخبٍ اُذخَ أُزبػ )

 ًٔب ٢ِ٣:

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:34 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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)1(1
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)(()(

0

0

tmpc

mpcta
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tYtYmpcaY

tYtYmpcaCTYmpcaC
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










 

ُٝٞ اػزجشٗب الاعزضٔبس ٝٗلوبد اُؾٌٞٓخ ٝا٤ُٔضإ 

اُذخَ كئٕ اُزغبس١ ٤ًٔبد ٓغزوِخ ػٖ اُذخَ، 

 ًٔب ٢ِ٣: ٣ٌٕٞ اُزٞاص٢ٗ

 

)1(1

)()(

)()([

)([

)(

0

0

0

tmpc

MXGItmpca

MXGIYttYmpcaY

YttYmpcaC

MXGICY




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
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 ُ٘لزشض ثؤٕ

10)(

100

50

10.010

80.050
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




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رج٤ُٖ ٛزٙ أُؼِٞٓبد ثؤٕ الاهزصبد ٣ؼُب٢ٗ ٖٓ ػغض  ك٢ 

 (.10ا٤ُٔضإ اُزغبس١ ٓوذاسٙ )

ٝ 
650

28.0

182

)10.01(80.01

1010050)1080.0(50* 



Y 
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صلشا ، ٌُبٕ اُذخَ  اٌُّضاْ اٌزدبسٌُٞ ًبٗذ ه٤ٔخ ٝ

 Yاُزٞاص٢ٗ )
*
(، ٓٔب ٣ؼ٢٘ ثؤٕ ػغض 685.71=

ا٤ُٔضإ اُزغبس١ ٣ؤد١ إ٠ُ اٗخلبض اُذخَ اُزٞاص٢ٗ، 

اٌِخ ثغجت اٗزوبٍ اُوٞح اُششائ٤خ ٖٓ 

٣ٌٔ٘٘ب رخ٤َ ٝ أُؾ٤ِخ إ٠ُ اُؼبُْ اُخبسع٢.الالزصبدَخ

اُصٞسح اُج٤ب٤ٗخ ُذخٍٞ اُصبدساد إ٠ُ اُ٘ٔٞرط ًٔب 

 (.2.22ك٢ اُشٌَ )

 (1.11ؽىً )

 
 

ٓب ٗلاؽظٚ ك٢ اُ٘ٔٞرط أػلاٙ إٔ أٗٞاع الإٗلبم رؤخز 

ٓغبساد  اػزذٗب ػ٤ِٜب ك٢ اُششٝؽبد اُغبثوخ، ثبعزض٘بء 
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(، لإٔ إشبسرٚ عبُجخ، ٝهذ X-Mا٤ُٔضإ اُزغبس١ )

أصاؽذ الإٗلبم ا٢ٌُِ ػٔٞد٣ب  إ٠ُ الأعلَ، ٖٓ ٓٞهغ 

( إ٠ُ ٓٞهغ اُزوبغغ ػ٘ذ 111.11اُزوبغغ ػ٘ذ اُو٤ٔخ )

 (.111اُو٤ٔخ )

دػ٘ب ٗؾَِ رٞص٣ؼبد اُذخَ ًٔب كؼِ٘ب ك٢ الأٓضِخ 

 اُغبثوخ:

 

ثِـذ ه٤ٔخ اُزٞاصٕ ث٤ٖ الاعزٜلاى ٝالإٗزبط ثذٕٝ 

 ٝعٞد اُؾٌٞٓخ ًٔب ٢ِ٣:
250

8.01

50* 


Y 

 

ثِـذ ه٤ٔخ اُزٞاصٕ ثؼذ إدخبٍ الاعزضٔبس ٓغ الاعزٜلاى 

 ًٔب ٢ِ٣:
500

8.01

5050* 



Y 

ٍ الاعزضٔبس ٝٗلوبد ثِـذ ه٤ٔخ اُزٞاصٕ ثؼذ إدخب

 اُؾٌٞٓخ ٓغ الاعزٜلاى ًٔب ٢ِ٣:

 
71.685

)1.01(8.01

)108.0(1005050* 



Y 

 

ثؼذ إدخبٍ صبك٢ اُصبدساد إ٠ُ ًَ ٓب عجن اٗخلط 

 (.35.71اُذخَ ثٔوذاس )
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ٕ  ثغ٤ػ ػ٠ِ اُص٤ـخ الأخ٤شح ك٢  ٣ٌٔ٘٘ب إدخبٍ ٌٓٞ

ؽغبة اُذخَ اُزٞاص٢ٗ، ٝرُي ثبكزشاض إٔ ٛ٘بى داُخ 

 ُلاعز٤شاد ٖٓ اُشٌَ:
mpmYmM  0 

 

( ُـ m0( ٤ٌُٔخ أُغزٞسداد، )Mؽ٤ش رشٓض )

 autonomousػٖ اُذخَ ) الاعزُشاد اٌّغزمً

import( ٝ ،)mpm .٤َُِٔ اُؾذ١ ُلاعز٤شاد ) 

 ٣زْ رؼذ٣َ ص٤ـخ ؽغبة أُعبػق ًٔب ٢ِ٣:

mpmmpctmps
AEM

mpmmpctmps
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mpmmpctmpc

mGImpcta

mpmtmpc
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Y

mGImpctampmmpctmpcY
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MXGICY
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
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
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 ( أُؼبدلاد ا٤ٗ٥خ2) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

191 

 

 : ُ٘لزشض ثؤِٕثبي

YM

X

G

I

YT

YC d

05.05

10

25

50

1.010

7550













 

 رُي ٣ٌٕٞ اُذخَ اُزٞاص٢ٗ ًٔب ٢ِ٣:ٝث٘بءا  ػ٠ِ 

 
67.326

05.01.075.25.

51025501075.50* 



Y

 
 دػ٘ب ٗوغْ اُذخَ ػ٠ِ ٌٓٞٗبرٚ ًٔب ٢ِ٣:

 

67.32633.21102550263

33.21)67.326(05.05

10

25

50

0.263)667.4267.326(75.50

667.42)67.326(1.010


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


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 ؽ٤ش رشٓض

mpmmpctmps
AEM




1
 

ُٔعبػق الإٗلبم أُغزوَ.
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IV. ٌٍفصٍُٓ الأوي واٌثبٍٔ اٌّصطٍحبد اٌشئُغُخ 

 .(model.(variable)اٌّزغُش
 .)(اٌّزجبَٕخ  
 .)(اٌّؼبدٌخ 

 .(dependent variable)اٌّزغُش اٌزبثغ 
 .(independent variable)اٌّزغُش اٌّغزمً 

 .(Cartesian plane)اٌّغزىي اٌذَىبسرٍ 
 .(function)اٌذاٌخ

  .(graphical representation)اٌزّثًُ اٌجُبٍٔ 
 .(slope and intercept)اًٌُّ واٌزمبغغ

 (.vertical line test)اخزجبس اٌخػ اٌؼّىدٌ
 simultaneous equation) إٌّظىِخ أُِخ

system.)   
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V. َٓاٌفصً اٌثبٍٔ اعئٍخ ورّبس 

 

أٝعذ ا٤ٌُٔخ ٝاُغؼش اُزٞاص٤٤ٖٗ ٖٓ ٓ٘ظٞٓخ اُطِت  -0

 ٝاُؼشض ا٤ٗ٥خ

PQSP

PQDP

S

d

53)(

210)(



 

 

 أٝعذ عزٝس أُزـ٤ش٣ٖ ك٢ أُ٘ظٞٓخ ا٤ٗ٥خ اُزب٤ُخ: -1

5

3

22 



ZW

ZW 

 

 أٝعذ عزٝس أُزـ٤ش٣ٖ ك٢ أُ٘ظٞٓخ ا٤ٗ٥خ اُزب٤ُخ:

5

832

22 



BA

BA

 
 ُذ٣ي أُؼِٞٓبد اُزب٤ُخ:

15)(

50

20

1.05

)(

85.020













MX

G

I

YT

TYY

YC

d

d

 

. ٝرؾون ٖٓ رٞص٣ؼٚ ػ٠ِ أٝعذ اُذخَ اُزٞاص٢ٗ

 ٌٓٞٗبرٚ.
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VI. سؽذثٓ ا 

 أثى اٌىٌُذ ِحّذ ثٓ أحّذ ثٓ ِحّذ ثٓ أحّذ ثٓ أحّذ 
 (ىػ 595 -ىػ 520( )ـ1198ديسمبر 10 - ـ1126) 

 

 
 
 
 
 
 

  

الإسلبـ. دافع عف  فلبسفةمف أىـ وىو . عربيوفيزيائي، وفمكي، وقاضي، وفقيو، وطبيب، فيمسوؼ
. وأرسطوأفلطونفي فيـ بعض نظريات  الفارابيوابف سيناػ كعمييالفمسفة وصحح عمماء وفلبسفة سابقيف 

تولّى منصب القضاء و فعينو طبيباً لو ثـ قاضياً في قرطبة.  يفالموحدخميفة  لأبي يعقوبابف طفيؿقدمو 
رض تع.وقد أبي يعقوب يوسؼالموحدي، تمبية لرغبة الخميفة أرسطو، وأقبؿ عمى تفسير آثار أشبيميةفي 

ثـ أبعده  الإلحادو  بالكفروالمعارضيف لو  الأندلسعمماء خلبليا اتيمو  ،ابف رشد في آخر حياتو لمحنة
 . ـ 1198وتوفي فييا ا مراكشإلى  أبو يعقوب يوسؼ
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A. 3 

B. أسُسُ التفاضل والتكامل 

 :(Exponential Functions)الدّواؿ الأسية 3.1ا

التي يحتاجيا الطالب  الأسس الأوليةيقدـ ىذا الفصؿ 
التفاضؿ والتكامؿ، وىما كي يستوعب مبادىء 

 تغطييما الفصوؿ: الخامس المذيف الموضوعاف
ف، تحت عنواني السادس والثامف والتاسعو 

  differential calculasا الإشتقاؽ التفاضمي:ىي
تفاضؿ الحالة ، و integral calculasا التكامؿو

 ، optimization calculus  االفضمىا المثمى
  كمادة متقدمة في Taylor seriesا سمسمة تايمورو

. وعادة ما يتـ عرض موضوعي الاقتصاد الرياضي
عمى الطمبة دوف المقدمة  الأشتقاؽ التفاضمي والتكامؿ

وسنحاوؿ تقديـ الأساسات التي  .المناسبة لمموضوعيف
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يحتاجو الطمبة/الباحثوف مع الأمثمة العديدة، مف اجؿ 
 تسييؿ استيعاب المفاىيـ المتقدمة فيما بعد.
نبدأ بمراجعة بسيطة لبعض خواص العدد 

المرفوع لقوة ما، ونأخذ عمى سبيؿ  (constantالثابت)
  ، حيث1لعدد االمثاؿ ا

...322,42,22,12 5210  
 

ويُمكف رفع العدد نفسو لقوى سالبة اأي تخفيضو ، 
 حيث
 
...

16

1
2,

4

1
2,

2

1
2 421   

  ، حيثfractionكما يُمكف رفعو إلى كسر، ا
 
...8284.222...,5198.222,22 4 64/63 43/42/1  
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الدالة نستطيع اختصار كؿ ىذه الأشكاؿ تحت مسمى و 

 مف الصيغة التالية:وىي ،الأسٌة

xaxf x  ,)( 
 ، real constantعدد حقيقي ثابت ا  aا حيث

 . وتحكـ الدوَاؿّ real variableمتغير حقيقي ا  xاو
حقيقية، القوانيف البسيطة   a, x, yا الأسية لأي

 التالية:
 

125.0
8

1
8,1)7(

1
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  في الخاصية قبؿ الأخيرة y  و اxشريطة أف تكوف ا

  الصورة 230ويوضح الشكؿ ا .integerعدد كامؿ ا
xaxfالبيانية لمدالة ا x  ,)(.  
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xaxfالدالة الأسية: (3.7شكؿ ) x  ,)( 

 
مجموعة الأعداد  يقع فيf(x)أف مجاؿ بيُلبحظ 

مجموعة الأعداد الحقيقية  فيمداىا  يقعالحقيقية، و 
 الموجبة. 

C. (3.2كٌؾ تنشأ الدالة الأسٌة؟ ) 

ردف. ولو نتخيؿ كيؼ ينمو عدد السكاف في الأدعنا 
، نسمييا امع نياية سنة م  xا كاف عددىـافترضنا بأن

.   سنوياً rينمو بنسبة ايوأن  ،t = 0السنة الابتدائية ا
مع نياية السنة وبالتالي يكوف عدد السكانقد أصبح، 

 كما يمي: ،التالية
)1(....................)( xrx  
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  t = 1نياية السنة الأولى امع أي أف عدد السكاف 
،  t = 0اىو العدد الذي تـ ترحيمو مف السنة الماضية

 tا  ، وما طرأ عميو مف زيادة في السنة التاليةxوىو ا

%  1ا : rا نسبة النمو وقد تكوف  .rx، وىو ا 1 =
 %  أو أية نسبة واقعية.3أو ا

 ، فإننا 1االمعادلة   عامؿ مشترؾ مف xلو أخذنا ا
لكنو بنفس  آخر مف المعادلة، شكؿٍ  نحصؿ عمى
 وىو: المضموف،

)1......()1( Arx  
 ، أي السنة t =2عدد السكاف في السنة اسينمو 

 الثانية ليصبح كما يمي:
)2.......()]1([)1( 2xrrxrxxrxrrx  

  عاملًب مشتركاً، فإننا نحصؿ xار ادلو أخذنا المق
  ، وىو كما يمي:2آخر مف المعادلة ا عمى شكؿٍ 
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)2......()1()21( 22 Arxrrx  
دعنا نجرب الحالة لمسنة الثالثة، حيث ينمو السكاف 

 ليصبح كما يمي:
)3......()]21([)21(])1([)1( 2222 rrxrrrxrxrrx 

  عاملًب مشتركاً، فإننا نحصؿ xلو أخذنا المقدار ا
  ، وىو كما يمي:3عمى شكؿٍ آخر مف المعادلة ا

)3.....()1()]21([)21( 322 Arxrrxrrrx 

ونستمر بذلؾ لنحصؿ عمى الصيغة العامة التي تحكـ 
وعمى سبيؿ المثاؿ دعنا نفترض بأف نمو السكاف. 

 نياية  ملبييف نسمة عند 6عدد سكاف الأردف كاف ا
  r = 2.5%ا ، وأنو ينمو بمعدؿ مقداره 2008العاـ ا

سنوياً. مما يعني بأف عدد السكاف يكوف 
العاـ  نياية  مميوف نسمة عند 6x1.025=6.15ا
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  6x1.025x1.025=6.30375 ، ويكوف ا2009ا
 ، وىكذا. 1101العاـ ا نيايةمميوف نسمة عند 

 ويمكننا تحويؿ ىذه الأرقاـ إلى دالة أسية كما يمي:

 
عدد السكاف  السنة

 )مميوف(
2008(0) 6.000 

2009(1) 6.1500 

2010(2) 6.3038 

2011(3) 6.4613 

. . 

2008 + 

t 

6(1.025)
t 

 وبالتالي يُعطى عدد السكاف بدالة أسية مف الشكؿ:
tt aArAtP 00 )1()(  

  مميوف في 6  لمعدد الإبتدائي، وىو اA0حيث ترمز ا
  لثابت النمو، وىو a=1+r، واالمثاؿ الحالي
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  لأس النمو، وىو t  في ىذه الحالة، و ا1.025ا
وبناءاً عمى ىذه الصيغة يمكننا حساب عدد السنوات. 

السكاف في أية سنة. وعمى سبيؿ المثاليكوف عدد عدد 
  و 2018، وا 2015ا ي الأعواـ:السكاف ف

  ، كما يمي:2023ا

69.8)025.1(6)15(

68.7)025.1(6)10(

132.7)025.1(6)7(

15

10

7







P

P

P

 

  سنوياً، %5لو افترضنا بأف معدؿ النمو كاف ا
عدد السكاف بوتيرة أعمى، واتسعت الفجوة نمو لتسارع 

موضح بيف العدديف الناتجيف مف كؿ معدؿ، مثمما ىو 
  .231في الشكؿ ا

 
 نمو السكاف بنسب مختمفة: (3.2شكؿ )
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 : أساالثابت المرفوع لقوة(3.2مثاؿ )
دعنا نحسب القيمة النيائية لكؿ عدد في الحالات 

 التالية:
24300000)65()6()5(

78125)5()5()5(

555

743



 
 

15

04.0
25

1
5

823622457.3312555

25)5()5()5/()5(

10960464478.5)5()5(

0

2

66 56

5

22424

162446














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مشابية ينطبؽ قانوف الدالة الأسية عمى أية ظاىرة 
. وفي المثاؿ التالي نرى كيؼ يتـ الانحسار لمنمو اأو 

تطبيؽ صيغة النمو عمى مبمغ مف الماؿ تـ إيداعو في 
 حساب يعطي فائدة محددة كؿ فترة زمنية.

 :سعر الفائدة المركب(3.7مثاؿ )
لنفترض بأف مبمغاً مف النقود مقداره ألؼ دينار تـ 

سنوية نسبتيا عطي فائدة إيداعو في حساب توفير يُ 
  سنوات. 5وقد بقي المبمغ في الحساب لمدة ا.  %5ا

كما  عمى المبمغ، عمى ذلؾ تتـ مراكمة الفائدة،وبناءاً 
 يمي:
 المبمغ: يصبح السنة الأولىنياية عند 

105005.11000)1( P 
 يصبح المبمغ: السنة الثانيةعند نياية 

5.1102)05.1(1000)05.1()05.1(1000)2( 2 P 
 يصبح المبمغ: السنة الثالثةعند نياية 
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625.1157)05.1(1000)05.1()05.1()05.1(1000)3( 3 P 
وىكذا تتـ مراكمة الفائدة، بحيث تجني الفائدة المتحققة 

مف    العممية230فائدة عمييا. ويمخص الجدوؿ ا
 .السنة الابتدائية وحتى نياية السنة الخامسة

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:34 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( أعبع٤بد اُزلبظَ ٝاُزٌب3َٓ) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

209 

 

 (: الفائدة المركبة3.7جدوؿ )
 المبمغ السنة

(0) 1000 

(1) 1000(1.05) = 

1050 

(2) 1000(1.05)(1.05) 

= 1102.5 

(3) 1000(1.05)
3
 = 

1157.625 

(4) 1000(1.05)
4
 = 

1215.50625 

(5) 1000(1.05)
5
 = 

1276.2816 

 
 تُسمى الصيغة التي تعطي الفائدة بيذا الشكؿ

 compound interestا الفائدة المركبةسعر صيغة

rate formula.  
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 simple interestا سعرالفائدة البسيطصيغة ؼ تُعرّ 

rate formula  :كما يمي 
trPI  

  لممبمغ P  لمفائدة عمى المبمغ، و اIحيث ترمز ا
  لمفترة الزمنية. ولو t  لسعر الفائدة، اrالأصمي، و ا

دينار   1000افترضنا،عمى سبيؿ المثاؿ، بأف المبمغ ا
ي حساب يعطي فائدة بسيطة، لكاف قد تـ إيداعو ف

 المتحقؽ عند نياية السنة الخامسة: الفائدة مبمغ
250505.01000 I 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:34 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( أعبع٤بد اُزلبظَ ٝاُزٌب3َٓ) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

211 

 

في حيف أف المبمغ المتحقؽ مف الفائدة المركبة ىو 
دينار . مما يعني بأف ىناؾ فرقاً مقداره  276.2816ا
   دينار.1000دينار  لكؿ ا 26.2816ا

D. ( 3.3مثال) ة والفائدة الفائدة المركبالفرق بٌن
 :البسٌطة

بأف مبمغيف مف النقود، مقدار كؿ واحدٍ منيما لنفترض 
مميوف دينار. وقد تـ إيداع الأوؿ في حساب فائدة 

  سنوات. 10بسيط، والثاني في حساب مركب، لمدة ا
فما ىو الفرؽ بيف الفائدة التي يراكميا الأوؿ والفائدة 

التي يراكميا الثاني؟ عمماً بأف سعر الفائدة التي 
  .%5عطييا كؿ حساب ىو ايُ 

 يمكننا حساب الفرؽ مباشرة كما يمي:
 يكوف المبمغ الإجمالي في الحساب البسيط:

15000001005.01000000  
 يكوف المبمغ الإجمالي في الحساب المركب:
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627.1628894)05.1(1000000 10  
 يكوف الفرؽ بيف المبمغيف:

627.128894 
 دينار.
E. ( 3.4مثال)من  سعر الفائدة المركب لفترات أقل

 :سنة كاملة

أقؿ مف  ئدة المركبة المتراكمة لفترةيمكننا حساب الفا
سنة. وعمى سبيؿ المثاؿ، تدفع بعض البنوؾ فائدة 

عمى الودائع كؿ شير. ويتـ حساب الفائدة المستحقة 
تطبيؽ   شيراً، ثـ 12بقسمة سعر الفائدة عمى ا
  t = 12الزمنية تكوف ا القاعدة أعلبه، لكف الفترة

  1000فمو كاف مبمغ الوديعة ا .سنة الكاممةخلبؿ ال
بسعر   شيراً، 12دينار، وبقي في الحساب لمدة ا

وكاف الحساب يراكـ   سنوياً، %0.05فائدة معدلو ا
 ، فإف المبمغ النيائي يكوف:شيرياً الفائدة 
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1619.1051
12

05.0
11000)12(

12









P 

وىو أعمى مف المبمغ النيائي لو تـ حساب الفائدة لمرة 
السنة. ويعود السبب في ذلؾ أف المبالغ واحدة في 

المتحققة شيرياً تجني فائدة إضافة خلبؿ الأشير 
 اللبحقة.

 دعنا نجرب الفائدة المتراكمة أسبوعياً ثـ يومياً:
 :إسبوعياً 

2458.1051
52

05.0
11000)52(

52









P 

 :يومياً 

2675.1051
365

05.0
1000)365(

365









P 
أف الفائدة المتراكمة تكوف أكبر في ىذه الحالة نجدب

التي تتراكـ خلبليا الفائدة  زاد عدد الفترات كمما
 المستحقة. وبالتالي يكوف:

)365()52()12()1( PPPP  
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سبوعياً، ويومياً، عمى  لمفوائد المستحقة سنوياً وشيرياً وا 
  يمخص الفرؽ بيف الفوائد 231التوالي. والجدوؿ ا

  1000المستحقة في كؿ فترة زمنية، عمى مبمغ ا
حساب يُعطي فائدة معدليا دينار تـ إيداعو في 

   سنوياً:%0.05ا
 (3.7جدوؿ )
 يومياً  إسبوعياً  شيرياً  سنوياً 
50 51.1619 51.2458 51.2675 

 
وسيتـ التعرؼ عمى صيغة يتـ مف خلبليا حساب 

سعر صيغة  ، وىيالفائدة المتراكمة عمى مدار الساعة
 .الفائدة المستمر

 
وشيرياً سنوياً : أحسب الفائدة المتراكمة تمريف

سبوعياً ويومياً   ، تـ إيداعومميوف دينارعمى مبمغ  وا 
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في حساب توفير يعطي فائدة سنوية معدليا 
  ، إذا بقي المبمغ في الحساب سنة كاممة.%0.05ا
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 :(Logarithm)(اٌٍىؽ)ـثاريالموغ(3.3) .1

الإحصاء و  الرياضيات في ،الموغ يكثرُ استخداـ
لتسييمو العمميات  ،والاقتصاد القياسي

بأنو مساوٍ   aاللؤساس  xا لوغ ويُعرّؼالرياضية.
 :إذا كانت  bالػ

0,0,  axxab 
 :ويكتب بالصيغة

0,log  xbxa 
. ويقع مجاؿ ىذه الدالة  aا للؤساس  xا لوغ :ويُقرأ

في الأعداد الحقيقية الموجبة. أما مداىا فيقع في 
 الأعداد الحقيقية. 

 الموغ  الصورة البيانية لدالة 232يبيف الشكؿ ا
log,0المعيارية ا  xbxa.  

log,0دالة الموغ: (3.3شكؿ )  xbxa 
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 :ِؼًٕ اٌٍىؽ(1.1ِثبي ) .1

110log10  
10ا أفبتعني 

1
 =10.  

69897.5log10  
)10(5أف بتعني   69897.  

  John Napierا جوف نابييريُعزى إكتشاؼ الموغاريتـ إلى الرياضي والفيزيائي الاسكتمندي 
 الفاصمة المستعممة في الحساب العادي. . ويعود الفضؿ إليو في اختراع 1614-1550ا
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60964.13132.9log4  

)4(3132.9أف ب تعني  60964.1  
 لأٌ ػذد حمُمٍ وِىخت: اٌٍىؽ(لىأُٓ 1.1) .1

yxyx aaa loglog).(log  
yxyx aaa loglog)/(log  
xbx a

b

a log)(log  
1log aa,01log a 
ذا كانت   )10(وا   x فإف 

0log  bxa 
a

x
x

a
log

1
log  

 
لا يأخذ إلا عدداً  الموغمع التذكير بأف مجاؿ دالة 

 حقيقياً موجباً.
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 :حغبة اٌٍىؽ(1.1ِثبي ) .1

في إجراء بعض الحسابات كما  الموغدعنا نستعمؿ 
 يمي:
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 :اٌٍىؽ رطجُك لىأُٓ(1.1ِثبي ) .1

 الدالة وجودلنفترض 
3

3
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16

xyz

yx
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 :الدالة لأي أساس كما يمي لوغيكوف 
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 :ِؼًٕ اٌٍىؽ رطجُك( 1.1ِثبي ) .1
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 :ِؼًٕ اٌٍىؽ( 1.11ِثبي ) .1

 :الطمب والعرض الآنيتاف لنفترض وجود دالتيّ 

)2...(0)29(log

)1...(0)314(log

5

5





PQ

PQ

S

d 

 إذف

)2...(2101529

)1...(31515314

0

0

PQPQ

PQPQ

SS

dd



 

 عند التوازف
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 :حغبة اٌٍىؽ( 1.11ِثبي ) .1

5)10(log)5()10(log
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 :في معادلة الموغ  3.12مثاؿ ا

 في المعادلة (x) ماىي قيمة
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412log10 x 

جعؿ الطرفيف ب نتخمص مف الموغ
  ، كما يمي:10للؤساس ا  exponantiationاأساً 

3333.833
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10000

1000012

1010 412log10
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 :تمعادلاالفيتطبيؽ قوانيف الموغ  3.13مثاؿ ا

التالية:ية لنفترض بأف لدينا الدالة الموغ
4)5(log)23(log 44  xx 

يمكننا الحصوؿ عمى حؿٍ سيؿٍ لمدالة بعد شيءٍ مف 
التدقيؽ، وتطبيؽ قوانيف الموغ عمييا، وذلؾ حسب 

خطوات الاسترشادية المُبينة الرسـ التوضيحي ال
 .المرفؽ

 : بما أف أساس الموغ متشابو، فإفالخطوة الأولى
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: نتخمص مف الموغ بجعؿ أساسو مرفوعاً الخطوة الثانية
 لقوة الطرؼ الأيمف، أي

164
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23 4 

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x

x 
 : نبدأ بحؿ المعادلة الجبريةالخطوة الثالثة

)5(1623  xx 
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 :رطجُك لىأُٓ اٌٍىؽ( 1.11ِثبي ) .1

 :الموغدالة لدينا 
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 يكفي لمتأكد مف الإجابة بتعويض النتيجتيف في الكسر
4

9

33
2




x

x 
 تكوف قيمة الكسر  x =-1/4عندما تكوف ا

4
)25.(9

3)25.(3
2




 
   تكوف قيمة الكسرx =1/3عندما تكوف ا

4

)
3

1
(9

3)
3

1
(3

2



 

قيمة سالبة أو  الموغوىو المطموب، شريطة أف لايحمؿ 
 مساوية لمصفر.
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 :الموغ دالة 3.15امثاؿ
xx: لدينا الدالة  1010

2

10 log23log)3(log  
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xيا تؤدي إلى جعؿ ايتـ إىماؿ القيمة الثانية، لأن
2
 -

   أقؿ مف صفر.3
 :الموغ دالة  3.16امثاؿ

 لدينا الدالة

4
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216log

1)16(loglog
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  .4-السالبة اويتـ إىماؿ القيمة 
 :الموغ دالة  3.17امثاؿ

 لدينا الدالة
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224

4 2log xx  
  نقوـ بجعؿ الطرفيف أساً 3كي نتخمص مف أس الػ ا

 . وقد أسمينا ىذه العممية سابقاً 4، وىو االموغلأساس 
  .أي أفexponentiationبػ ا

224
4 44

2log x
x


 

 مما يعني بأف
2224 22 xx  

،  2، وىو افي الطرفيف متشابو وحيث أف الأساس
 فإف الأسيف يكوناف متساوييف بحكـ المنطؽ، أي أف

2

82

012224 22



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x

xxxx

 

فة في عرّ إىماؿ أية قيمة تؤدي إلى كمية غير مُ ويتـ 
 .الموغ

 أُِخ: اٌٍىؽ ِؼبدلاد (1.11)ِثبي .11

 لدينا المعادلتاف الآنيتاف
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 ويتـ إىماؿ أية قيمة تؤدي إلى حالة غير معرفة.
 (:Limit of a Function) نياية الدالة  3.5ا
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نياية الدالة بأنيا الحد الذي تصؿ إليو الدالة  ؼتُعرّ 
عندما تزداد أو تنخفض قيمة المتغير المستقؿ بمقدار 

  .limوفي العادة يرمز لمنياية بػا.محدود

عند الحديث  مرة ثانيةالموضوع إلى وسيتـ التطرؽ 
.ومف اجؿ استيعاب فصؿ الخامسعف المشتقة في ال

 .الأمثمةمفيوـ النياية لابد مف الخوض ببعض 

 
دعنا نتمعف في الشكؿ أعلبه، ونفكر بالخطوات التي 

بدأنا مف فقد قمنا بيا لموصوؿ مف المثمث إلى الدائرة. 
 إلى أربعة لموصوؿ إلى ىاثلبثة أضلبع، ثـ زدنا

، 100المربع، ثـ إلى سبعة وثمانية وعشرة، و
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لى عددٍ و ، و .... 10000و  ،جداً، وغير محدود كبيرٍ  ا 
وفي البداية  مف الأضلبع حتى وصمنا إلى الدائرة.

180قمنا بتقسيـ ا
زوايا، ثـ قسمنا  عمى ثلبث 0

360ا
360ا  عمى أربع زوايا، ثـ قسمنا 0

عمى سبع   0
زوايا، ثـ عمى ثماني زوايا، ثـ عمى عشرٍ، ومئة، 

، وغير محدود، وعشرة آلاؼ، ثـ عمى عددٍ كبيرٍ جداً 
 تضيؽ الخارجية يااو نت الز ؿ مرة كا. وفي كمف الزوايا

، لكف عدد الأضلبع كاف وتضيؽ، وتقترب مف الصفر
وكمما زاد عدد  .يرتفع ويرتفع، ويقترب مف ما لانياية

الشكؿ الناتج   approachا اقترب ،الداخمية الزوايا
 مف شكؿ الدائرة.

 
لقد قمنا في كؿ مرحمة مف ىذه المراحؿ، مف الناحية 

بالانتقاؿ مف حالة إلى أخرى مف العممية والنظرية، 
 النياية الوصوؿ إلىعممية  خلبؿ ما يُسمى
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 ، أي النياية الحتمية التي limiting processا
 وصمت إلييا العممية. 

 
يمكننا وضع العممية كميا عمى شكؿ أرقاـ توضح 

 كيؼ آلت العممية إلى نياية محددة.
 
 

عدد الزوايا 
 )الأضلع(

 قياس
 الزاوية
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 الخارجية
 الحاصمة

4 90 

7 51.428 

8 45 

10 36 

100 3.6 

100000 0.0036 

. . 

 0 

 
عدد الأضلبع  اقترابتشير الخانة الأخيرة إلى أف 

مقدار الزاوية  اقتراباالزوايا  مف ما لانياية يؤدي إلى 
نياية ونقوؿ في ىذه الحالة بأف  .الحاصمة مف الصفر

الشكؿ عندما يزداد عدد أضلبعو إلى مقدار كبير جداً 
 .ىي الدائرة
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انياية المقدار( 3.79مثاؿ )
X

1:  
 النياية في جدوؿ كما يمي: يمكننا وضع حسابات

 
مقدار   Xمقدار ا

X

1 
1 1 

2 0.5 

3 0.3333333 

4 0.25 

1000 0.001 

10000000 0.0000001 

. . 

 0 

 
الصورة البيانية لممقدار ا وتكوف

X

  كما في الشكؿ 1
  :233ا

 (3.4شكؿ )
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مف عدد   Xالكمية ا نقوؿ في ىذه الحالة بأف اقتراب

الكمية ا اقترابؤدي إلى يكبير جداً 
X

  مف الصفر، 1
ا نياية. وبالتالي تكوف لاتساويو أبداً  الكني

X

  ىي 1
 ونكتب الصيغة الرياضية لمنياية كما يمي: الصفر.





X

X
0)

1
lim( 

 أو





X

X
0)

1
lim( 
: نياية الدالة اوتقرأ

X

مف مقدار   Xعندما تقترب ا  1
 ىي صفر. كبير جداً 
5انياية الكمية ( 3.21مثاؿ )

3


X
W:  

،  Xدعنا نجرب عدداً مف القيـ التي يأخذىا المتغير ا
 كما في الجدوؿ أدناه:
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مقدار   Xمقدار ا
5

3


X
W 

1 8 

2 6.5 

3 6 

4 5.75 

1000 5.003 

10000000 5 

. . 

 5 

  مف عدد كبير Xنقوؿ في ىذه الحالة بأف اقتراب ا
5جداً يؤدي إلى اقتراب الكمية ا

3


X
W نياية  مف 

الصورة البيانية لمآؿ المقدار تكوف و   .1ا مقدارىا
  .234  كما في الشكؿ اWا

 (3.5شكؿ )
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 بالصيغة الرياضية التالية:ونكتبيا 




X

W 5lim 
 أو




X

W 5lim 
مف مقدار   Xا  كمما اقتربت W: نياية الدالة اوتقرأ

ويُسمى الخط المتقطع المنبثؽ مف   .1كبير جداً ىي ا
 lowerا الخط التقاربي السفمي  5القيمة ا

asymptot.  
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F. ( حصة الفرد من الناتج 3.27مثال ) ًالمحل
 الإجمالً:

للؤردف   ف ـ جا الناتج المحمي الإجماليلنفترض بأف 
  مميار دينار في السنة. لكف عدد 11قد ثبت عند ا

  ملبييف 5زايد بشكؿ مضطرد مف اي  PoPاالسكاف 
   ملبييف نسمة.01إلى ا

دعنا نجرب بالأرقاـ المختمفة ما تؤوؿ إليو حصة الفرد 
 الجدوؿ أدناه.، كما في  PGDPا  ف ـ جمف ا

 
 

عدد 
 السكاف

حصة الفرد 
 مف )ف ـ ج(

6 3333.333 

7 2857.143 

8 2500 

9 2222.222 

10 2000 
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 غة النياية كما يمي:يص وتُكتب

10

2000lim





PoP

PGDP 
   الصورة البيانية لمنياية.235ويبيف الشكؿ ا

 (3.6شكؿ )

 
G. ( 3.22مثال) الطاقة الإنتاجٌةدالةنهاٌة: 

 
عمى مصنع إسمنت الشرؽ، ل  Qاالإنتاجدالة  عتمدت

 .  يومياً Lا ؿساعات العم
30

25
)(

2

2






LL

L
LfQ 
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 تؤوؿ ، أي عندما 5Lماىي نياية الدالة عندما ا
  ؟5  إلى اLا ساعات العمؿ

11

10

)6)(5(

)5)(5(

5

lim

30

25

5

lim
2

2













 LL

LL

LLL

L

L
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 (3.7شكؿ )

 
 إلى  صعود الدالةالتدريجي 236الشكؿ ايوضح 

مف الواحد  قريبةتستقر حوؿ قيمة  مآليا،حتى
 upperا القيمة التقاربية العميا، وىي الصحيح

asyemptot  لتعويض أف الابد مف الانتباىإلى . و
يؤدي إلى نتيجة غير  المباشر دوف فؾ الأقواس

 مقدارىا صفر.،و صحيحة
 

H. ( 3.23مثال ) التكالٌؾ الحدٌة دالةنهاٌة: 
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)التكاليؼ الحدية:، دالةنياية أوجد  2053)( 2  QQQf

 . Q> 0، وا 4Qاعندما (
 الحؿ:

820
4

lim

4

lim
3

4

lim
)(

4

lim
2 










 Q
Qx

Q
Q

Q
Qf

Q
 

 
  نرى كيؼ وصمت الدالة إلى نيايتيا 237في الشكؿ ا

  .4  مف اQعندما اقتربت ا
  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:34 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( أعبع٤بد اُزلبظَ ٝاُزٌب3َٓ) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

242 

 

 : نياية الدالة(3.8شكؿ )

 
 

بأف  خلبؿ الأمثمة السابقةحظنا مف لابد أننا لا
إما مف قتراب منيا كاف يتـ أو الإ ى النيايةالوصوؿ إل

بيف الشكؿ يُ  وعمى سبيؿ المثاؿ .اليسارمف أو اليميف
 بأف الوصوؿ إلى نياية الدالة  أ 238ا

2053 2  QQ 
  استوجب تحميؿ المتغير 4Xمف اليميف عندما ا

 . وكانت النياية Q>4 ، أي ا1أعمى مف ا  قيماً Qا
  .1ا

 : الإقتراب مف اليميفأ( 3.9شكؿ )
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 ، أي 1  قيماً أقؿ مف اQتحميؿ المتغير ا أما إذا تـ
وىي  ، ، فإف الدالة تصؿ إلى نفس النيايةQ< 4أف ا
وفي . ب 238، كما في الشكؿ ا، مف جية اليسار 1ا

 عند أية قيمةالنياية مُعرّفة ىذه الحالة نقوؿ بأف 
  .Qيحمميا المتغير ا

 : الإقتراب مف اليسارب( 3.9شكؿ )
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I. ( 3.24مثال ) الطاقة القصوى للإنتاج دالةنهاٌة: 

التالية الطاقة الإنتاجية ا%  لمصنع  الدالةتمثؿ 
 الحديد، بالألؼ طف يومياً:

4

1272





Q

QQ 
الإنتاج ماىي الطاقة الإنتاجية المئوية إذا أقتربت كمية 

   مف أربعة آلاطف. Qا
%10013

4

)3)(4(
lim

4

127
lim 4

2

4 








 Q

Q

QQ

Q

QQ
yQ 

 :نياية الدالة( 3.25مثاؿ )
 الدالة

3.0
5)23(

)2(

5)23)(1(

)1)(2(
lim

1,
5)23)(1(

2
lim

1
5)23(

5)23(

1

5)23(
lim

1

5)23(
lim

5.025.021

5.02

2

1

5.02

5.025.02

1

5.02

1









































WW

W

WWW

WW

W
WWW

WW

W
WW

WW

W

WW

W
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W
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W
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J. ( النهاٌة ؼٌر 3.26مثال )معرفة:ال 

 لدينا الصورة البيانية التالية:

 
  3-القيمة ا مف  Xااقتراب المتغيربأف نجد 
 withoutاحد بدوفالدالة  صعوديؤدي إلى اليميفمف

bounded المتغير ااقتراب  ،ويؤديXمف القيمة ا  -

وفي ىذه  .إلى ىبوط الدالة بدوف حداليسار  مف 3
 doesn’tا غير موجودةالة نقوؿ بأف النياية الح

exist:وتكتب صيغة النياية كما يمي .  
 النياية مف اليميف





3

)(lim

X

Xf 
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 النياية مف اليسار




3

)(lim

X

Xf 
اُؾذ٣ش ػٖ ٝع٘زؾذس ٓشح أخشٟ ػٖ اُٜ٘ب٣بد ك٢ 

 .أُشزوخ ك٢ اُلصَ اُخبٓظ

 Napier's)(e)ر اعدد أويمر عدد اثابت  نابيَ  3.6ا

Constant or Euler's Number(e)) 

حقيقيموجب، يكثر استخدامو في معالجات  عددىو 
 رياضية ميمة. ويتـ اشتقاقو مف نياية الدالة 

nnnf )/11()(  
 تُكتب بالصيغة التالية:و 

...7182818.2)/11(  nn



n

e
lim 

 
 
 
 
 

  1705-1655 ، اJacob Bernoulliا جاكوب بيرنوليكاف عالـ الرياضيات السويسري 
لمعرفة نيايتيا، لكف الرياضي والفيمسوؼ أوؿ مف استخدـ صيغة الدالة 

كاف أوؿ مف استخدـ   1783-1707  اLeonhard Eulerاأويمرليونيارد السويسري 
 .  لمتعبير عف النياية eالحرؼ ا
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كيؼ تؤوؿ الدالة  دعنا نجرب بعض الأرقاـ لنتعرؼ
 إلى نيايتيا.

n nnnf )/11()(  
1 2 

1.5 2.151657 

2 2.25 

3 2.37037037 

4 2.441406 

5 2.48832 

. . 

. . 

1000000 2.718280469 

 
القيمة ببطء شديد نحو نيايتيا عند  تصعد الدالة

التي لا تتعدى  التقاربية العميا
 = n)ا ما أصبحت عند1.111111111ا
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موضحة في الشكؿ لمدالة البيانية  ةصور الو .1000000
 . 2301ا
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 : نياية الدالة والقيمة التقاربية(3.71شكؿ )

 
 

 naturalا  الطبيعي أساساً لموغ  eالعدد ا يُستخدـ

log ، بػ اعادة يُرمز لو الذيln.   ويكتب بالضغة
 التالية:

xxe lnlog  

 وعمى سبيؿ المثاؿ:
2log xe 

 تعني بأف:
389056099.7)718281828.2( 22  ex 

 وأف
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1log ye 
 تعني بأف:
367879441.0

718281828.2

111  

e
ey 

 
الطبيعي  الموغتُكتب صيغة  العممي التطبيؽ وفي

  ، مثلًب، بالشكؿ التالي:xلممتغير ا
xln 

ري المرفوع لقوة متغيرة، أما التمثيؿ البياني لمعدد النابيَ 
  .2300فيو موضح في الشكؿ ا ، مثلبً xا
 

xexf( الدالة الأسية3.77شكؿ ) )( 
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ا الكميةمآؿ )نياية( ( 3.27مثاؿ )
Xe

Y



1

10:  
 ، Xدعنا نجرب قيماً مختمفة يأخذىا المتغير ا

 ونضعيا في جدوؿ.
 

مقدار 
  Xا

مقدار 
Xe

Y



1

10 

0 5 

1 7.310586 

3 9.525741 

1000 10.00000001 

. . 

 10 
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الصورة البيانية لمكمية ا وتكوف
Xe

Y



1

  كمما زادت 10
  .2301  كما في الشكؿ اXالكمية ا
 (3.72شكؿ )

 
 ونكتب صيغة النياية كما يمي:





x

y 10lim 
  مف مقدار x  كمما اقتربت اy: نياية الدالة اوتقرأ

ويُسمى الخط المتقطع المنبثؽ  .11كبير جداً ىي ا
 upperا الخط التقاربي العموي  10القيمة امف 

asymptot.  
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K. ( اللوغ فً معادلة:3.28مثال ) 

 لنفترض بأف
10)100010ln( x 

646579.2102
10

2102646579

46579.210261046579.22026100010

10)100010ln(





 

x

xx

ee x
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 :الموغ في معادلة  3.29مثاؿ ا
)3ln(لنفترض بأف ا  yW2( ، و اln(  yZ242(  و اln(  yV

  . وأف
VZW  

 مف خواص الموغ أف

)242ln()2)(3ln(

)2)(3ln()2ln()3ln(

)ln(lnln







yyy

yyyy

WZZW

 
 ، كما eنطبؽ قاعدة جعؿ الطرفيف أساً لمعدد النيبري ا

 يمي:

9,20)9)(2(

018724265

242)2)(3(

22

)242ln()2)(3ln(







 

yyyy

yyyyy

yyy

ee yyy

 

 yعند التعويض في المعادلات الأصمية، يتضح بأف ا

  ليست مقبولة لأنيا سالبة القيمة، والموغ لايقبؿ 2 - =
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   ىي الجذرy = 9سالبة. وبالتالي تكوف اقيماً 
 الوحيد.
L. ( استعمال 3.31مثال )والعدد  اللوغ(e:) 

 

 
 لدينا الاقتراف االدالة 

 eLey  
 اريثـ الطبيعي نحصؿ عمىالموغعند تطبيؽ 

 








L

eLey

ln

lnlnlnln 
  lim . ولو افترضنا أف صيغة النياية اlne=1لأف ا

 عدد نابير  أصبحت... في الجزء ا
 

nnx )/1( 
n

lim 
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xx ، أي أف اxكوف مرفوعة لمقوة اي eفإف ا

e )7182818.2(

   عدد حقيقي. ولو كانت صيغة النيايةx ، حيث ا
nnx )/1( 2

n

lim 
xكوف مرفوعة لمقوة اي eفإف ا

 ، أي أف ا2
2

)7182818.2(
2

x

e
x  وتكوف ىاتاف الصيغتاف دالتيف في . 
تغيرت قيمة   xا . فكمما تغيرت xالمتغير ا e

x  و







e

x
 لذلؾ.تبعاً  2
 
: (Doubling Formula)صيغة المُضاعفة(3.7)

 ؟كـ مف الوقت يحتاج المتغير كي يتضاعؼ حجمو
نحتاج في مواجية بعض الظواىر، وخاصة في 

الأنشطة المتعمقة بالاستيلبؾ والإنتاج، أف نتعرؼ 
عمى الزمف الذي تحتاجو الظاىرة كي تتضاعؼ في 

ضعؼ الذي يمثميا حجميا، أي تصبح قيمة المتغير 
ما ىي عميو في لحظة زمنية معينة. ويمكننا صياغة 
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ممتغير الذي   ترمز لxوا كما يمي: لفترض أف ا ةالحال
  ىي rنريد أف نتعرؼ عمى سموكو عبر الزمف، وأف ا

نسبة النمو في المتغير اعادة ما تكوف % سنوياً  
  لعدد الفترات الزمنية التي يحتاجيا المتغير كي nوا

تتضاعؼ قيمتو، اعادة ما تكوف بالسنوات .يمكننا 
 صياغة المشكمة كما يمي:

nrXX )1(2  
 

 ذلؾ، فإف وبناءً عمى

)1ln(

)2ln(

)1ln()ln()ln()2ln(

r
n

rnXX






 
 

  في الصيغة النيائية نحصؿ عمى rبالتعويض عف ا
 .  nاةقيم
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السنوات المطموبة كي تتضاعؼ قيمة : (3.3جدوؿ )
 المتغير

 
 

 اٌّزغُش

ٔغجخ 

 إٌّى 

 )%(

 اٌغٕىَخ

اٌغٕىاد اٌّطٍىثخ 

وٍ رصجح لُّخ 

اٌّزغُش ظؼف ِب 

 هٍ ػٍُه

، لىح ػذد اٌغىبْ

 اٌطٍجخاٌؼًّ، 

3.5 20.15 

ودَؼخ ثٕىُخ، 

ّبء عزهلان اٌا

 واٌغزاء

5 14.21 

 اعزهلان

اٌطبلخ اٌىلىدو

 اٌىهشثبئُخ

1 11.1 

اٌغُبساد ووعبئػ 

 إٌمً

1 11.11 

اعزهلان اٌهىارف 

 إٌمبٌخ

11 1.1 

 11.11 1.1 اٌطٍت ػًٍ اٌّغبوٓ
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الأساظٍ غُش 

 اٌزصحشاٌّضسوػخو

1 35 

 11.11 1.11 واٌدشَّخ اٌفمش

 
  بعض الأمثمة البسيطة، 232الجدوؿ ايحتوي 

وضع الخطط السميمة لتوزيع  فيوالميمة، التي تساعد 
الموارد، وقد حُسبت السنوات المطموبة بناء عمى نسبِ 

نموٍ افتراضية، وىي قابمة في لمزيادة أو النقصاف، 
 حسب واقع الحاؿ.

M. (3.8)الدواؿ المركبة والعكسية(Composite 

and  Inverse Functions:) 

 
بأنيا دالةٌ حقيقية في دالةٍ  الدالة المركبةتُعرّؼ

  فيy. ومثاؿ عمى ذلؾ أف احقيقيةٍ أخرى
 
bxaexfy  )( 
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bxaxgىي دالة في الدالة ا )(ثـ في قيمة ا ، e ، 

وعادةً ما  . eراىي أس ثابت نابيَ ،  g(x)حيث ا
 تُكتبالدالة المركبة بالصيغة الرياضية التالية:

)(xgf o 
 

 أو بالصيغة 
 

)(xfg o 
 

 . أما f  أولًا ثـ اg(x)وتعني الأولى أف يتـ تقييـ ا
 . والأمثمة التالية g  أولًا ثـ اf(x)الثانية فيتـ تقييـ ا

 توضح ذلؾ.
N. ( الدالة 3.37مثال )المركبة: 
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 الدالة وجودلنفترض 
 
2010)(  yyf 
 

 وىي دالة مركبة مف الدالة
 
105)( 2  yyg 
 

   كما يمي:fإذف تكوف الدالة المركبة ا
 
))(()( ygfygf o  
 

gf)2(وبالتالي يمكننا الحصوؿ عمى ا o مثلًب، كما ، 
 يمي:
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32020)30(10)2(

3010)2(5)2( 2





gf

g

o 
 

 ، 30  فكانت النتيجة ا2  عند اg(y)حيث تـ تقييـ ا
  فكانت النتيجة f(y)ثـ تعويض النتيجة في الدالة ا

  . 320ا
  f(y)دعنا نعكس عممية التقييـ، أي أف نبدأ بتقييـ ا

  . أي1عند ا
801010)40(5)2(

4020)2(10)2(

2 



fg

f

o 
 

نلبحظ أف النتيجتيف النيائيتيف مختمفتاف، ويرجع 
الدالة التي تقُّيـ أولًا. والشكؿ  السبب في ذلؾ إلى

  يوضح آلية عمؿ الدالة المركبة، وفيو نتخيؿ 2302ا
الدالة وكأنيا آلة مركبة مف أجزاء مختمفة، بحيث 
 ،تدخؿ الأشياء عمى ىيئة معينة في أحد الأجزاء
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وتخرج منيا عمى ىيئة مختمفة، ثـ تدخؿ ىذه الأشياء 
ىيئة مختمفةٍ المختمفة في جزءٍ آخر، وتخرج منو عمى 

 تماماً عف الييئتيف السابقتيف.
 الدالة المركبة كآلة مركبة: (3.73شكؿ )

 
 

bxaexfyدعنانقيـ الدالة المركبةافي السياؽ أعلبه   )(

  .x=2 عند ا
 

 إذف فإف
 

baefy

babag

2)2(

2)2()2(



 
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   مثلًب، تكوفb=3  و اa=2وعند ا
 

88 ...)7182818.2()2(  efy 
الفصؿ الأوؿ بتعريؼ الدالة، ووضعنا شرطاً  قمنا في

لوجودىا. ويقضي ىذا الشرط بأف تقابؿ كؿ قيمة 
لممتغير المستقؿ قيمة واحدة، وواحدة فقط لممتغير 
x)(التابع. وعمى سبيؿ المثاؿ نجد أف أية قيمة لممتغير

 في الدالة
xyxf 32)(  
 

ذا استطعنا  yاط مف المتغيرتقابميا قيمة واحدة فق . وا 
، مع الالتزاـ y)(بدلالة المتغير  xاأف نُعرّؼ المتغير 

الدالة بشرط وجود الدالة، نكوف قد عرّفنا ما يُسمى 
. وتعمؿ الدالة العكسية كآلة تتكوف  f(x)ا لػ العكسية

مف جزئيف، تدخؿ الأشياء في الجزء الأوؿ عمى ىيئة 
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تدخؿ في  وتخرج منو عمى ىيئة أخرى، ثـ مُعينة،
عمى الييئة التي دخمت بيا في  الجزء الثاني، وتخرج
  . 2303 ، كما في الشكؿ ا fالجزء الأوؿا الدالة 

الدالة العكسية تُرجع الأشياء كما : (3.74شكؿ )
 كانت

 
 

 أعلبه، حيث xf)(دعنا نطبؽ ىذا المفيوـ عمى الدالة 
 
xyxf 32)(  

 منيا نجد أف
 
3

2

3

1
 yx 
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، وعادة ما تكتب بالصيغة xf)(وىي الدالة العكسية لػ 
 التالية:

 
3

2

3

1
)(1  yyf 

 
O. (3.32مثال)الدالة العكسٌة: 

 
)(,0لنفترض أف لدينا الدالة ا 2  xxxfy تكوف الدالة . 

 العكسية
,0ا xxويعمؿ الخط 2304 ، كما في الشكؿ ا . 

  المُنبثؽ مف نقطة الأصؿ عمؿ X = Yالمستقيـ ا
 كس الدالة ومعكوسيا بشكؿ مقموب. المرآة، حيث تع

0,2الدالة ): (3.75شكؿ ) xx( ودالتيا العكسية )
0, xx) 
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بحذر إلى مجاؿ ومدى الدالتيف في ولابد مف الإنتباه 

، وىما محصوراف في مجموعة الأعداد ةىذه الحال
 الحقيقية الموجبة.

 
P. ( الدالة العكسٌة3.33مثال ): 

 
23لنفترض أف لدينا الدالة: ا  xy وبالتالي تكوف . 

 .دالتيا العكسية
 

31 2)(  yxyf 
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 .أنظر definedمعرّفة اشريط أف تكوف قيمة الجذر 
  .2305الشكؿ ا
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23الدالة ):(3.76شكؿ )  xy( ودالتيا العكسية )
31 2)(  yxyf) 
 

 
إف الخط المستقيـ المنبثؽ مف نقطة الأصؿ في الشكؿ 

 يعمؿ كالمرآة في تصوير الدالة ومعكوسيا.
 

 :الدالة العكسية لمدالة الأسية( 3.34مثاؿ )
 

xeyxfلنفترض أف ا )( الموغحيث أف أساس  . و 
 ، فإف الإقتراف e، ىو الثابت ا ln(x)ا الطبيعي

eاالعكسي لػ 
x   اىوln(x)  لأنو يَنتج عف العممية ،
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  2306. ويوضح الشكؿ اe)(المعكوسة لمعدد النابيري 
xeyxfالعلبقة بيف ا )(ا   و)ln(xو ا  xy alogو ا  xa y 

  .  
 

سية العلقة بيف الصيغتيف: الأ: (3.77شكؿ )
 يةالموغو 

 
 

الصورة  وضحافأ، ب  أدناه، في 2307أما الشكلبف ا
xeyxfالبيانية لمدالتيف ا )(و ا  )ln(x     والدالتيف اxa  

  ، وىما معكوس بعضيما بعضاً.xalogو ا
  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:34 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( أعبع٤بد اُزلبظَ ٝاُزٌب3َٓ) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

271 

 

e)الدالة الأسية : ( أ3.78شكؿ )
x
ومعكوسيا  (

(ln(x)) 

 
 

 (loga x)و معكوسيا ( a): ( ب3.18شكؿ )
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Q. ( 3.35مثال )الطلب العرضو دالتا
 Inverse Supply and Demand)تانالعكسٌ

Functions:) 

لنفترض بأف دالة العرض ودالة الطمب عمى سمعة 
 القمح معطاة بالصيغة التالية:

PQ

PQ

s

d

210

315





 
يمكننا الحصوؿ عمى دالة العرض العكسية ودالة 

 الطمب العكسية كما يمي:
 :دالة العرض العكسيةأولًا:
 
 

PQs 210 
5

2

102





S

S

Q
P

QP

 
 :دالة الطمب العكسيةثانياً:

3
5

153

315

d

d

d

Q
P

QP

PQ






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 عند التوازف يكوف

1

12

10
6

5

3
510

2

*

*









P

Q

Q

QQ

 

ازف، وىذه النتيجة   حالة التو 3.19يوضح الشكؿ ا
 التي توصمنا إلييا في المثاؿ ا.... . شبيية بالحالة

 (1.11شكؿ )

 
( ln(x))والدالة العكسية ( e) استخداـ(3.36مثاؿ )

 :القروض عمىفي حساب الفائدة 
عمى قرضٍ مقداره أف شخصاً ما حصؿ بنفترض ل
 .  ألؼ دينار100ا
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طُمبَ منو تقسيط المبمغ عمى دفعات شيرية، مقدار 
  دينار، ولمدة عشر سنوات. 966.67الواحدة منيا ا

 فكـ سعر الفائدة السنوية الذي يدفعو عمى القرض؟
 القاعدة العامة لحساب الفائدة ىي

 
t

d rPrtfP )1(),(  
 

  لكامؿ المبمغ المدفوع عند نياية Pdحيث ترمز ا
  r  لمبمغ القرض الأصمي، و اPالسنة العاشرة، و ا
   لمفترة الزمنية. إذف فإفtلسعر الفائدة، وا

 
10)1(000,100)10)(67.966( r 
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)1ln(014842.0

)1ln(10)000,100ln()000,116ln(

)1(000,100000,116 10

r

r

r







 

 ، فإف ln(1+r)  دالة عكسية لػ اeأف اوحيث 

%5.1

1014952689.1

)1ln(014842.0





 

r

r

ee r

 

 
R. ( استخدام3.37مثال) (e)فً حساب الفائدة: 

  دينار 1000لنفترض بأف مبمغاً مف النقود مقداره ا
، يُعطي معدؿ فائدة مقداره وضع في حساب توفير

  5  سنوياً. وقد بقي المبمغ في الحساب لمدة ا%5ا
  في حساب الفائدة eسنوات. يمكننا استخداـ العدد ا

 المتراكمة عمى المبمغ مف خلبؿ الصيغة التالية:
rteAtP 0)(  
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  لممبمغ عند انتياء الفترة الزمنية لوجود Pحيث ترمز ا
  لممبمغ A0  لمزمف، واtالمبمغ في الحساب، و ا

   لسعر الفائدة.rالإبتدائي، و ا
  ، يكوف المبمغ:t = 0عند الفترة ا

1000110001000)0( )0)(05(.  eP 
  ، يكوف المبمغ:t = 1نياية الفترة اعند 
271.1051)051271096.1(10001000)1( )1)(05.0(  eP 

ولابد مف ملبحظة أف النتيجة النيائية  دينار، وىكذا.
ي نحصؿ عميو في حالة   الذ1050ا مبمغ أكبر مف

لسنة  سعر الفائدة البسيط أو سعر الفائدة المركب
أف سعر الفائدة إلى السبب في ذلؾ يعود . و واحدة

المبمغ لمرة واحدة عند نياية كؿ فترة  ـراكِ البسيط يُ 
زمنية عمى حدة، وبالتالي فإف مبمغ الفائدة لايدخؿ في 

حساب الفائدة مرة ثانية. وفي حالة سعر الفائدة 
الفائدة المتحققة إلى المبمغ الأصمي  المركب، تدخؿ
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 بمعدؿ الفائدة نفسة. أما وتجني فائدة إضافية، مسعرة
الفائدة تتراكـ بشكؿ    فإفeاستخداـ العدد ا عند

مستمر عمى مدار الساعة. وليذا السبب يسمى سعر 
 سعر الفائدة المستمرالفائدة في ىذه الحالة 

 ، continueous interest rate compoundingا
المستخدـ في النظاـ المصرفي في ىذه  السعروىو 
كما  كوف الفائدة المتراكمة لمسنوات الخمسوت الأياـ.
 يمي:

025417.12861000)5( )5)(05.0(  eP 
المتراكمة مقارنة بيف الفائدة   233يُعطينا الجدوؿ ا

تـ إيداعو في حساب توفير    دينار1000ا عمى مبمغ
، وذلؾ   سنوات5لمدة ا   سنوياً،%5فائدة معدليا اب

 :حسب كؿ صيغة مف صيغ سعر الفائدة
 (3.4جدوؿ)

سعر الفائدة سعر الفائدة سعر الفائدة  السنة
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 المستمر المركب البسيط
1 50 50 51.27 

2 100 102.5 105.171 

3 150 157.625 161.834 

4 200 215.506 221.403 

5 250 276.282 284.0254 

 
المبمغ مميوف  كافالفرؽ في الفائدة المتحققة لو  ؿخيَ تَ 

 دينار، مثلًب!

 
 :الدالة العكسية(3.38مثاؿ )
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 الدالة وجودلنفترض 
3)( xyxf  

 بأخذ الجذر التكعيبي لمطرفيف، نحصؿ عمى 
31)( yxyf  

  .f (x)ا وىي الدالة العكسية لػ
 

S. ( دالة الإدخار العكسٌة:3.39مثال) 

 
 دالة الإدخار التالية: وجودنفترض ل

YYS 2.75)(  
 

  لمدخؿ Y  للئدخار الوطني، و اSحيث ترمز ا
تكوف دالة الإدخار العكسية  وبناءاً عمى ذلؾالمتاح. 
 كما يمي:

3755)(1   SYSf 
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YYS  دالة الإدخار ا2311ويوضح الشكؿ ا 2.75)(   

 التي يقع مجاليا في الأعداد
الحقيقية الموجبة، ومداىا في الأعداد الحقيقية، مقارنة 

 مع دالتيا العكسية
1)(3755ا   SYSf التي يقع مجاليا ومداىا في  

 مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة فقط. 
 دالة الإدخار(:3.21شكؿ)

 

1)(3755أما الدالة العكسية ا  SYSf فتأخذ الصورة  
حيث ننظر إلى الدخؿ ،  أدنا2310المُبينة في الشكؿ ا

 . Sفي ىذه الحاؿ، كدالة في الإدخارا ، Yا
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 الدالة العكسية الإدخار:(3.27شكؿ )
 

 

 
T. ( 3.41مثال )فً العملٌات الحسابٌة والدوال  اللوغ

 العكسٌة:

 لنفترض أف:
 
 519y-ب  4337y -أ
5 -د  y)43/37(-ج 19y 
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الطبيعي، أو العشري أو لأي  الموغيمكننا استخداـ 
.وتكوف نتائجيا، أساس، في حساب حصيمة كؿ منيا

 -الطبيعي، كما يمي: الموغب
 
 -أ

3721.7

)43ln()37ln()4337ln(ln



y 
ىو العممية العكسية  ln(x(الطبيعي، الموغوحيث أف 

 ، فإف e)(لمعدد
1591

3721..7ln





y

ee y 
 -ب

7222.14)19ln(5ln y 
 لأقرب أربع خانات

2476099195

7222.1419ln5



 ee 
 بعد التقريب
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 -ج
15028.0)43ln()37ln(ln y 

862046.0

15028.ln



 

y

ee y

 
 -د
 

80198.1

58889.ln





y

ee y

 

  

58889.)19ln()5/1(ln y
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U. ( 3.47مثال)حساب متوسط نسبة و الطبٌعً اللوغ

النمو
8

: 

 
  ف ـ جقيمة الناتج المحمي الإجمالياأف بلنفترض 

 دينار،  مميوف 1100ات  كان1989العاـ افي 
 . يمكننا 2009لمعاـ ا دينار  مميوف 1790اتوكان

خلبؿ   ف ـ جافي   rا نسبة النمومتوسط حساب 
بواسطة  ، وىي عشروف سنة، 2009-1989الفترة ا

 :الصيغة البسيطة
 

4869.0)1100ln()1790ln( x 
 

 نحصؿ عمى  ،، وىي عدد السنوات nبالقسمة عمى ا

                                                 
  . logarithmic growth formulaاالصيغة الموغاريتمية لمنموتسمى ىذه الصيغة  -8
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%464.2102464.1

02464.1

024345272.
20

4869.0

024345272.0







r

e 
 

 لمتأكد مف الإجابة نعوض في معادلة النمو كما يمي:
 

1790)02464.01(1100)20( 20 GDP 
  عمّؿ الصيغة أعلبه.
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 اسئمة الفصؿ الثالث
، 2013إذا كاف عدد سكاف الأردف في بداية العاـ 

%  سنوياً، فما ىو العدد 2.3وكاف ينمو بمعدؿ ا
 ؟ 2010المتوقع في نياية العاـ 

قارف بيف الفائدة المحسوبة شيرياً عمى مبمغ مميوف 
ذا كانت الفائدة: بسيطة، مركبة، ومستمرة.  دينارا 

 أوجد
2)3(log5 x 

 أوجد
yy 2110 22  

 أوجد جذور المعادلة التالية:
2

24
32






y

y 
  دينار في حساب توفير يعطي 1000لديؾ مبمغ ا
%  سنوياً. كـ عدد السنوات التي 4.8اربحاً بمعدؿ 

   دينار ؟2000يصبح بعدىا المبمغ ا
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 أوجد قيمة المتغير في المعادلة
842ln6  y 

:  أوجد
3

9
lim

2

3





y

y
y 
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4 

VII.  اٌّبٌُخِجبديء اٌشَبظُبد 

Financial Mathematics 

تعتبر الرياضيات المالية تطبيقاً مباشراً لممبادىء 
الأساسية التي تعممناىا في الفصوؿ الثلبث السابقة، 

رورية التي تقوـ ىذا الفصؿ الأساسيات الض قد ُـيُ و 
عمييا الرياضيات المالية. ونبدأ بالتذكير بصِيَغ النمو 

ث، وتطبيقاتيا في مجاؿ التي تعممناىا في الفصؿ الثال
أسعار الفائدة. فقد تعرفنا عمى ثلبث صيغٍ أساسية 

 الفائدة المركبة، وسعر الفائدة البسيطةىي: سعر 
 .الفائدة الستمرةوسعر 
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الصيغ الثلبث، دعنا في سبيؿ تذكير الطالب بو 

نضرب المثاؿ التالي، ونقارف بيف النتائج التي نحصؿ 
 عمييا:

  دينار يُعطي 1000النقود مقداره اتـ إيداع مبمغ مف 
% . وبناءاً عمى ذلؾ تكوف 5فائدة سنوية معدليا ا

   كما يمي:5الفائدة المتحققة خلبؿ ا
 :الفائدة البسيطةالفائدة المتحققة مف 

250505.01000  rrPI 
 :الفائدة المُركّبةالفائدة المتحققة مف 

28.276100028.1276

28.1276)05.1(1000)5()1()( 5

0





I

PrAtP t 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:35 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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 :الفائدة المستمرةالفائدة المتحققة مف 
025.2841000025.1284

025.12841000)5()( )5)(05.0(

0





I

ePeAtP rt 
  :The Summation Signاإشارةالجمع  4.1ا

  في sigma  اكثيراً ما نستخدـ إشارة الجمع ا
، لأنيا تُسيّؿ العمميات  الحسابيةالرياضيات المالية، 

 الإحياف.ومعرفة النتيجة النيائية في كثيرٍ مف 

 
  إلى t = 1  مف اxt: مجموع المتغيراوتُقرأ

قيـ ، أو تكوف ائؿ الحسابيةعندما تتعقد المسو  .nا
المتغير الذي يتـ جمعو متشابية لكؿ فترة مف الفترات 

و مف السيؿ والأفضؿ استعماؿ التي نجمع بيا، يغد
 الجمع السريعة. طرؽ
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 :إشارة الجمع معنى  4.1مثاؿ ا
50101010101010

5

1

 
 :إشارة الجمع معنى 4.2مثاؿ ا

300100100100)10(
3

1

2  
 :إشارة الجمع معنى  4.3مثاؿ ا

 
4

1

3.0
10

3

10

1

10

1

10

1

10

1 
 :إشارة الجمع معنى  4.4مثاؿ ا
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 :إشارة الجمع معنى  4.5مثاؿ ا
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 
 :الجمعاستعماؿ إشارة   4.6مثاؿ ا
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 :استعماؿ إشارة الجمع  4.7امثاؿ 
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 :قواعد إشارة الجمع  4.2ا
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VIII.  فٍ ِب ٍٍَ اٌمىاػذ اٌؼبِخ لاعزؼّبي إؽبسح

 اٌدّغ:

   مرة:n  المجموع اaا العدد الثابتقاعدة 
.

1

 
n

naa 
  :aا المضروب بالثابت  xا قاعدةالمتغير
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


n

t

t
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t

t xaax
11

 
 :المطروحأو  المجموعقاعدة
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tt yxyx
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 :قاعدةمجموع المربع




n

t

t

n

t

tt

n

t

ttttt

n

t

tt yyxxyyxxyx
1

2

11

222

1

2 2)2()(  
 :قاعدةالمجموع عمى أكثر مف فترة
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 :مضروب بمتغير ثابتمجموع  4.8مثاؿ ا
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 ( أعبع٤بد اُش٣بظ٤بد أُب٤ُخ4) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

294 

 

 :المجموع 4.9مثاؿ ا
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 :مجموع المربع  4.10امثاؿ 
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 :الجمع عمى فترتيف 4.11مثاؿ ا
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  
 Gaussا صيغة غاوس في الجمع المتتالي 4.3ا

Formula:  
  صيغة K. F. Gaussا كارؿ فريدريؾ غاوسطور 

جمع للؤعداد المتتالية، فأصبحت مف أشير وأكثر 
 الصيغ استعمالًا. 

 
 
 

  كاف كسولًا. وكي يحصؿ 1855-1777ا غاوسيُقاؿ بأف مُعمـ الصؼ الذي كاف يدرس فيو 
  1عمى قسطٍ مف النوـ في غرفة الصؼ، أراد المعمـ الكسوؿ أف يُميي طمبتو بجمع الأعداد مف ا

 . وقد التيى التلبميذ بالجمع لمسألة تأخذ منيـ، في العادة، وقتاً طويلًب لمحصوؿ عمى 100إلى ا
ة خلبؿ مدة قياسية. وأصبحت استطاع أف يُعطي الإجابة الدقيقي غاوسالإجابة. لكف التمميذ 

 إجابتو صيغة رياضية معترفاً بيا في كؿ الأوساط العممية في عيده.
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، وكاممة عمى سبيؿ المثاؿ لو أردنا جمع أعداداً متتالية

، كما في الصيغة  ، مثلبً 100  وحتى ا1ابتداءاً مف ا
نحصؿ عمى  يمكننا بواسطة صيغة غاوس أف أدناه،

 كما يمي:، النتيجة بأسرع وقت

 
راد جمعيا في صفيف، فقد وضع غاوس الأعداد المُ 

 كما يمي، ووضع المجموع في الصؼ الثالث:

,...11,11,11,11

,...7,8,9,10

,...4,3,2,1

 

 :9الشييرة قاعدتوومف ذلؾ استنتج 

                                                 
 مف السيؿ استنتاج صيغ مشابية بالتجربة والمثابرة. -9
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2
)1(

22

)1( 2 nn
n

nnn 


 
  لمعدد النيائي، شريطة أف تكوف nحيث ترمز ا

 الأعداد متتالية وكاممة. ومف ىذه القاعدة:
5050

2

10100

2

)1100(100
1009998....321 


 

A. (4.4 )معدل العائد على الاستثمار(Rate of 
Return on Invesrment(RoR):) 

يتـ استعمالو  معدؿٍ العائد عمى الاستثمار ىو أبسطُ 
 . ويُعرؼ رياضياً كما يمي:لمعرفة كفاءة الاستثمار

I

IG

P

PP
RoR


 

  لقيمة المكاسب المتحققة مف PGحيث ترمز ا
  لكمفة PIالاستثمار، بما فييا كمفة الاستثمار، وا

أف أحدنا بلنفترض  ،الاستثمار. وعمى سبيؿ المثاؿ
  دينار عند بداية السنة، 1000استثمر مبمغاً مقداره ا

  1200وأصبحت قيمة الاستثمار في نياية السنة ا
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دينار. وبناءاً عمى ذلؾ يكوف معدؿ العائد عمى 
 الاستثمار:

%20
1000

10001200



RoR 

B. (4.5 )الحالٌة للتدفق النقدي القٌمة (Present 
Discounted Value(PDV):) 

بأنيا النقد  ،لأي تدفؽ نقدي ،القيمة الحاليةتُعرؼ 
دؿ خصـ، لتعكس ، بناءاً عمى معالذي يتـ تخفيضو

 وتعرؼ رياضياً كما يمي: .القيمة الحالية لمنقود
n

n
n

t
t

t

r

C

r

C

r

C

r

C
PDV

)1(
...

)1()1()1( 2

21

1 













 
 ، tلمتدفؽ النقدي المتوقع في الفترة ا  Ctحيث ترمز ا

لنفترض   لمعدؿ الخصـ. وعمى سبيؿ المثاؿ، rو ا
بأف التدفقات النقدية المتوقعة مف استثمارٍ ما ىي 

  سنوات. ويمكننا 5  دينار سنوياً، لمدة ا100ا
  بناءاً PDVحساب القيمة الحالية لمتدفقات النقدية ا

عمى معدؿ خصـ معيف، قد يكوف معدؿ التضخـ أو 
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. ولنفترض بأف ، أو أية قيمة مختارةسعر الفائدة السائد
 يكوف% . ف5معدؿ الخصـ ىو ا

9477.432
)05.1(

100

)05.1(

100

)05.1(

100

)05.1(

100

05.1

100

)05.1(

100
5432

5

1


t

t
PDV 

  الذي 100ا النقدي أي أف القيمة الحالية لمتدفؽ
  432.9477  سنوات، ىي ا5يستمر سنوياً، لمدة ا

   .4.1الشكؿ ااأنظر دينار.
  : القيمة الحالية مع الزمف4.1شكؿ ا

 
 Futureالمتدفؽ النقدي القيمة المستقبمية  4.6ا

Value(FV):  
لمتدفؽ النقدي الحالي   FVاالقيمة المستقبميةتُعرؼ 

  بأنيا القيمة التي تتراكـ present value (PV)ا
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خلبؿ المستقبؿ عمى فترات محددة. وتعرؼ رياضياً 
 ؼ سعر الفائدة المُركّبة، كما يمي:عرّ كما يُ 

trPVFV )1(  
، بأف مبمغاً مف النقودمقداره لنفترض، عمى سبيؿ المثاؿ

،  10قد تـ إيداعو في حساب لمدة ا  دينار 1000ا
%  سنوياً. وبناءاً عمى ذلؾ 10يُدفع فائدة معدليا ا

، نياية السنة الخامسةتكوف القيمة المستقبمية عند 
 :  4.2اأنظر الشكؿ ا

 10)1.1(1000FV 
 
 

 : نمو وديعة نقدية بفائدة مركبة مقدارىا 4.2شكؿ ا
 %  سنوياً 10ا
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 Nominalاسعر امعدؿ  الفائدة الإسمي 4.7ا

interest Rate (rn):  
عادة ما يتـ لفائدة السنوي المتفؽ عميو. و ىو معدؿ ا

مرة خلبؿ السنة. وعمى سبيؿ مراكمتو لأكثر مف 
راكـ مرتيف أو أربع   سنوياً، يُ rn = 10%المثاؿ ا

 مرات في السنة.
 Effective Interestا(سعر الفائدة الفعاؿ  4.8ا

Rate (re:  
ة الفائدة بناءاً عميو. مىو معدؿ الفائدة الذي يتـ مراك

 rnا معدؿ الفائدة الإسمي وعمى سبيؿ المثاؿ لو كاف
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معدؿ  يراكـ أربع مرات في السنة، فإف ، 10% =
 الفائدة الفعاؿ

%3813.101
4

10.0
1

4









er 

C. ( سعر الفائدة الفعّال:4.72مثال ) 

  دينار، 1000لنفترض بأف مبمغاً مف النقود مقداره ا
تـ إيداعو في حساب لمدة سنة، ويعطي فائدة معدليا 

  مرات في السنة. 5%  سنوياً، يتـ مراكمتيا ا10ا
 سعر الفائدة الفعاؿ عمى ذلؾ يكوفوبناءاً 

%4081.101
5

1.0
1

5









er 

 المبمغ عند نياية السنة كما يمي:
081.1104)

5

10.0
1(1000

5









 

الشير، لكاف  كؿ في ولو تمت مراكمة الفائدة مرة
 معدؿ الفائدة الفعاؿ

%4713.101
12

10.0
1

12


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
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عند نياية السنة  وكاف المبمغ الإجمالي
   دينار.1104.713ا

D.  (4.9 )ًسعر الفائدة الحقٌق (Real Interest 
Rate (rr):) 

عادة ما تتعرض الاقتصادات إلى ظاىرة التضخـ، 
التي بدورىا تعمؿ عمى تآكؿ القوة الشرائية لوحدات 

 النقود.
، وذلؾ سعر الفائدة الحقيقيحساب في ىذه الحالة يتـ 

  في inflation rate(i)ا معدؿ التضخـبإدخاؿ 
 ائدة الإسمي، كما يمي:معادلة سعر الف

1
1

1







i

r
rr 
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E. ( سعر الفائدة الحقٌقً:4.73مثال) 

 ، rn = 10%لنفترض بأف سعر الفائدة الإسمي ىو ا
 . وبناءاً عمى ذلؾ i =5%وأف معدؿ التضخـ ىو ا

 يكوف
%762.41

05.1

10.1
rr 

وكمما ارتفع معدؿ التضخـ انخفض معدؿ الفائدة 
سالب القيمة إذا كاف معدؿ  الحقيقي. وقد يكوف

 التضخـ أعمى مف معدؿ الفائدة الإسمي.
 Internal Rate ofا معدؿ العائد الداخمي  4.10ا

Return(IRR):  
فائدة بأنو سعر ال  IRRاالداخمي العائد معدؿيُعرّؼ 

قدية القيمة الحالية لمتدفقات الن الخصـ الذي يجعؿ أو
 مساوية لمصفر. أي أف:

n

n
n

t
t

t

IRR

C

IRR

C

IRR

C
A

IRR

C
A

)1(
...

)1()1()1(
0

2

21
0

1

0











 

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  Ct  للبستثمار الابتدائي، و اA0حيث ترمز ا
وكمما كاف استلبـ المبمغ لمتدفقات النقدية المتوقعة. 
وعادة ما يتـ استعماؿ عاجلًب ارتفع معدؿ العائد. 

 ات المقترحةالإستثمار  في إقرار معدؿ العائد الداخمي
  1بناءاً عمى افتراضيف:  أو العزوؼ عنيا، وذلؾ

  يتـ إعادة 2ىناؾ كمفة فرصة بديمة لمماؿ المُستثمَر. 
وتكوف التدفقات  استثمار التدفؽ العائد مف الاستثمار.

النقدية في بداية الاستثمار سالبة القيمة، ثـ تأخذ 
القيمة الموجبة بالتصاعد التدريجي إلى أف تصؿ إلى 

  .4.3كما في الشكؿ االمتوقعة، 
 

  4.3شكؿ ا
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، لابد مف حؿ لممعادلة، أعلبهوكي نحصؿ عمى 

 .تجعميا مساوية لمصفر التي  IRRاحساب قيمة 
بالتجربة والخطأ، أو   IRRاوعادة ما يتـ حساب 

استخداـ الرسـ البياني لمحصوؿ عمى قيمة تقريبية، أو ب
باستعماؿ برنامج حاسوب متقدـ 

وفي بعض الأحياف لايمكف  .excelاكسؿمثلئ
   ذي معنى، أو معقوؿ.IRRالحصوؿ عمى ا

 :معدؿ العائد الداخمي  4.14مثاؿ ا
عطي   دينار يُ 1000لنفترض بأف استثماراً بقيمة ا

   دينار سنوياً، لمدة خمس300عائداً متوقعاً مقداره ا
 : IRRالػ ا في ىذه الحالة يكوفسنوات. و 
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%15
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F. ( معدل العائد الداخلً:4.75مثال ) 

  دينار، يعطي 1000بأف استثماراً بمقدار النفترض 
   سنوات، كما يمي:5عوائداً سنوية لمدة ا

 
التدفؽ  السنة

النقدي 
  Ctا

0 -1000 

1 500 

2 400 

3 500 

4 200 

5 100 

يكوف معدؿ العائد الداخمي باستعماؿ برنامج الإكسؿ 
 كما يمي:
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G. (4.77 ) ( المتوسط الهندسً) المُركبمتوسط العائد
(Geometric Rate of Return or Average 

Rate of Return (GRR):) 

يُعطي المتوسط اليندسي معدؿ العائد عمى الاستثمار 
ساب العائد لعدة فترات. ويُعرؼ لكؿ فترة، إذا تـ ح

 اليندسي رياضياً كما يمي: العائد متوسط
1)1(...)1()1()1( 321  n

nrrrrGRR 
المثاؿ، لنفترض بأف استثماراً بمقدار وعمى سبيؿ 

%  لمسنة 15  دينار، أعطى فائدة معدليا ا1000ا
%  لمسنة الثاثة. 5%  لمسنة الثانية، وا8الأولى و ا

وبناءاً عمى ذلؾ يكوف متوسط معدؿ العائد السنوي 
 لمفترات الثلبث كما يمي:

  %254.913041.11)05.1()08.1()15.1( 3

1
3 GRR 
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وات الثلبث ىو أي أف متوسط معدؿ الفائدة خلبؿ السن
%  سنوياً. ولو تـ وضع المبمغ في حساب 9.254ا

%  سنوياً لمدة ثلبث سنوات، لكاف 9.254يعطي ا
 المبمغ النيائي كما يمي:

103.1304)09254.1(1000)( 3 tP 
تحقؽ خلبؿ السنوات الثلبث يوىو نفس المبمغ الذي 

عمى  ،% 5%  وا8%  و ا15ا معدلات فائدةب
 التوالي.
H. (4.72 ) ستثماري التً ٌحتاجها مشروعٌ االمدة

 (:Payback Periodلاستعادة الكلفة)

مشروع لاستعادة بر المدة الزمنية التي يحتاجيا أي تعت
الموازنة عناصر عممية وضع كمفة الاستثمار مف أىـ 

 . كما أنيا مف capital budgetingا الرأسمالية
المعايير المستعممة في تقييـ المشاريع الاستثمارية. 
وكمما امتدت المدة زادت المخاطر التي يتعرض ليا 
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، مف حيث القيمة الحالية والمستقبمية، ومخاطر التمويؿ
ولا تقيس ىذه الطريقة،  تقمب الأسعار، وكمؼ الإنتاج.

في العادة، ربحية المشروع، ولا تأخذ بعيف الاعتبار 
 الية لمتدفقات النقدية التي يولدىا المشروع.القيمة الح

كمفة مشروع ما بأف  مى سبيؿ المثاؿ،عدعنا نفترض،
  ألؼ دينار، وأنو يُدرُّ تدفقاً نقدياً مقداره 75ا بمغت

   عاماً.15  آلاؼ دينار سنوياً لمدة ا7ا
مشروع التي يحتاجيا ال  nانحصؿ عمى عدد السنوات 

 ممشروع  لTCالكميةا كمفةالقسمة لاستعادة الكمفة ب
 : Ctا عمى التدفؽ النقدي السنوي

71.10
7000

75000


tC

TC
n 

   شير.8.6  سنوات، و ا10أي أنو يحتاج إلى ا
الدقة في الحساب لموصوؿ إلى قرار  ناولو توخي

اقتصادي عقلبني، لابد مف حساب القيمة الحالية 
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  لمتدفقات النقدية، باستعماؿ سعر خصـ PDVا
 مقبوؿ.
مدة استعادة الكمفة مف مشروع   4.16امثاؿ 

 :ستثماريا
  ألؼ 250ا بأف كمفة استثمارٍ ما بمغتلنفترض 

  20دينار، ويتوقع أف يولد تدفقاتٍ نقدية كما يمي: ا
  ألؼ دينار في 70، واالسنة الأولىألؼ دينار في 
، و السنة الثالثة  ألؼ دينار في 84، و االسنة الثانية

  ألؼ دينار 80، واالرابعة السنة  دينار في 115ا
 .السنة الخامسةفي 

التدفقات  السنة
 التراكمية

التدفقات 
 النقدية

0 -250,000 0 

1 -230,000 +20,000 

2 -160,000 +70,000 

3 -76,000 +84,000 
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4 +39,000 +115,000 

5 +119,000 +80,000 

، يحتوي المرفؽ جدوؿاليمكننا وضع ىذه التدفقات في 
الأيمف التدفقات التراكمية، التي تبداً بالكمفة، العمود 

وتتناقص بإضافة التدفقات خلبؿ السنوات الخمس، أما 
 العمود الأيسر فيحتوي التدفقات النقدية نفسيا.

ما نلبحظو في الجدوؿ بأف المشروع احتاج أكثر مف 
  سنوات، وأقؿ مف أربع سنوات كي يستعيد كمفة 3ا

-ارتفع التدفؽ التراكمي مف االاستثمار. وتحديداً، فقد 
  ألؼ 39+  ألؼ دينار في السنة الثالثة، إلى ا76

ألؼ دينار   115دينار في السنة الرابعة. وبقسمة ا
  12وتوزيعيا عمى االتي تدفقت في السنة الرابعة، 

  ديناراً لمشير الواحد، 9583.3333بواقع اشيراً، 
يستعيد   سنة كي 3.8نجد بأف المشروع احتاج إلى ا

   ألؼ دينار.119كمفة الاستثمار، وأف الفائض كاف ا
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I. (4.73 ) ُة ناهٌّ الس(Annuity (An):) 

دورية، يتـ و ، ثابتةنقدية تدفقاتبأنيا  ناىيةالسُ تُعرّؼ 
، عند بداية كؿ فترة، أو عند انتياء استلبميا، أو دفعيا

أو شيرية،  ، إماالدفعات . وعادة ما تكوفكؿ فترة
أربع مرات في السنة، أو أو ثلبث مرات في السنة، 

ومثاؿ عمييا الرواتب التقاعدية  .مرة واحدة في السنة
 الشيرية، أو أقساط التأميف ضد الشيخوخة، وما شابو.

 
ناىية السُ   1ناىية إلى نوعيف أساسييف: تقُسـ السُ 
 ، وىي الدفعات ordinary annuity( AOا(العادية

ناىية السُ   2كؿ فترة زمنية.  نيايةالتي تتـ عند 
، وىي الدفعات  annuity due (AD)ا المُستحقة

ومف ىاتيف  .كؿ فترة زمنية بدايةالتي تستحؽ عند 
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 السناىية المؤجمة  3السُناىيتيف يتـ اشتقاؿ 
  .deferred annuityا

J. (4.73.7 )ناهٌة العادٌة لسُ ل القٌمة المستقبلٌة
(AO:) 

  1500مقداره اتقاعداً نقدياً  يتمقىلنفترض بأف أحدنا 
   سنوات متتالية،5ولمدة ا دينار، عند نياية كؿ سنة،

في حساب خاص يُعطي  ، مباشرة،باستثمارىا ويقوـ
 % .3.5فائدة سنوية معدليا ا
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كما  ليذه التدفقات القيمة المستقبميةيمكننا حساب 
 يمي:

 الأولىالسنة يتـ استثمار المبمغ المقبوض في نياية 
% . 3.5  سنوات فقط، بسعر فائدة مقداره ا5لمدة ا

، لمتدفؽ النقدي الأوؿوبالتالي تكوف القيمة النيائية 
: االسنة السادسةابتداءاً مف السنة الثانية وحتى نياية 

53.1781)035.1(1500 5  وذلؾ باعتبار أف التدفؽ النقدي بدأ ، 
 الثانيةعند انتياء السنة الأولى، أي بداية السنة 
 السنة الثانيةيتـ استثمار المبمغ المقبوض في نياية 

% . 3.5  سنوات فقط، بسعر فائدة مقداره ا4لمدة ا
، لمتدفؽ النقدي الثانيوبالتالي تكوف القيمة النيائية 

: اابتداءاً مف السنة الثالثة وحتى نياية السنة السادسة
28.1721)035.1(1500 4 .  

 السنة الثالثةيتـ استثمار المبمغ المقبوض في نياية 
% . 3.5  سنوات فقط، بسعر فائدة مقداره ا3لمدة ا
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، لمتدفؽ النقدي الثالثوبالتالي تكوف القيمة النيائية 
: اابتداءاً مف السنة الرابعة وحتى نياية السنة السادسة

077.1663)035.1(1500 3 .  
 
 

 ناىية العاديةلمسُ  :القيمة المُستقبمية 4.4شكؿ ا
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 السنة الرابعةيتـ استثمار المبمغ المقبوض في نياية 
% . 3.5  سنة فقط، بسعر فائدة مقداره ا2لمدة ا

، لمتدفؽ النقدي الرابعوبالتالي تكوف القيمة النيائية 
: ابتداءاً مف السنة الخامسة وحتى نياية السنة السادسة

1500)035.1(84.1606ا 2 .  
 السنة الخامسةيتـ استثمار المبمغ المقبوض في نياية 

% . 3.5  سنة فقط، بسعر فائدة مقداره ا1لمدة ا
، لمتدفؽ النقدي الخامسوبالتالي تكوف القيمة النيائية 

: اابتداءاً مف السنة السادسة وحتى نيايتيا
5.1552)035.1(1500 1 .  

 .السادسة السنة  عند نياية 1500يتـ استلبـ مبمغ ا
ومجموع ىذه المبالغ يساوي القيمة المستقبمية لمتدفقات 

بطريقة الأسيـ كما  مياتمثيالنقدية المتوقعة. ويمكننا 
ريقة حساب القيمة وحيث أف ط .4.4في الشكؿ ا
قد تصبح  بطريقة الأسيـالعادية  ناىية المستقبمية لمسَ 
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معقدة، ومتشابكة، فإف بإمكاننا استعماؿ الصيغة 
 السيمة التالية، وىي أكثر دقة:








 


r

r
CAFV

t

tO

1)1(
)( 
ناىية   لمقيمة المستقبمية لمسَ FV(AO)حيث ترمز ا

  r  لمتدفقات النقدية لكؿ فترة، و اCt، و االعادية
لسعر الفائدة. وفي المسألة الحالية تكوف القيمة 

 كما يمي: العاديةالمستقبمية لمسُناىية 
228.9825

035.0

1)035.01(
1500)(

6








 
OAFV 

وىذه القيمة مطابقة لمقيمة التي حصمنا عمييا بطريقة 
ـ حسب واقع الحاؿ، لينتج اويمكف تعديؿ الأرق الأسيـ.

 وعادة ما يُسمى المقدار قيماً مستقبمية مختمفة.







 

r

r t 1)1( 
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K. ٌةالعاد معامل القٌمة المستقبلٌة للسُناهٌة 
(future value factor of  an annuity 

(FV(F(Ao).) 

  :AOا ناىية العاديةمسُ ل القيمة الحالية  4.13.2ا 
  1500نقدياً مقداره ا لنفترض بأف أحدنا يتمقى تقاعداً 

  سنوات، وأف سعر الخصـ اأو 5، لمدة ا، سنوياً دينار
 . يمكننا r=3.5%الفائدة أو معدؿ التضخـ  ىو ا

، اعتباراً مف نياية ليذه التدفقات القيمة الحاليةحساب 
بطريقة الأسيـ، كما في  الشكؿ  الأولى،السنة 

  .4.5ا
 
 
 

 ناىية العاديةلمسُ  : القيمة الحالية 4.5شكؿ ا
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ناىية قد تصبح معقدة، وحيث أف القيمة الحالية لمسَ 

بإمكاننا فإف خاصة إذا كثر عدد التدفقات النقدية، 
صيغة معاكسة  استعماؿ صيغة أكثر دقة، وىي

 كما يمي: لصيغة القيمة المستقبمية،







 




r

r
CAPDV

n

tO

)1(1
)( 
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ناىية   لمقيمة الحالية لمسَ PDV (AO)حيث ترمز ا
  r  لمتدفقات النقدية لكؿ فترة، و اCtالعادية، و ا

الحالية تكوف القيمة الحالية لسعر الفائدة. وفي المسألة 
 ناىية كما يمي:لمسَ 
829.7992

035.0

)035.01(1
1500)(

6








 




OAPDV 
 وعادة ما يُسمى المقدار








  

r

r n)1(1 

L. العادية معامؿ القيمة الحالية لمسنُاىية (present 

value factor of an ordinary 

annuity(PV(FAo).) 
  :ADاناىية المُستحقة السُ   4.13.3ا

  عند ADاناىية المستحقةالسُ تتـ التدفقات النقدية في 
بداية كؿ فترة زمنية. ولذلؾ يتـ تخفيض قيمة المبمغ 

المدفوع أو المقبوض، لفترة زمنية مبكرة اعاجمة ، كما 
 يمي: 
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ونتوقؼ عند   0نبدأ مف الفترة اوفي الحالة أعلبه، 

القيمة مما يعني بأف حساب   .5نياية الفترة ا
،  6=0-6، أي ا  سنوات.6يتـ بناءاً عمى ا المستقبمية

. في حيف  6  وانتياءاً بالسنة ا1ابتداءاً مف السنة ا
   سنوات، فقط.5بناءاً عمى ا القيمة الحاليةيتـ حساب 

  سنوياً 1500لنفترض بأف أحدنا يدفع مبمغاً مقداره ا
ند لحساب صندوؽ إدخار تقاعدي، ويتـ دفع المبمغ ع

  سنوات. وأف 5لمدة ابداية السنة اوليس نيايتيا ، 
 % .3.5اأو الفائدة أو التضخـ  كاف اسعر الخصـ 
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ناىية لمتدفقات النقدية لمسَ  القيمة المستقبميةيتـ حساب 
  :4.6، بطريقة الأسيـ كما في الشكؿ االمستحقة
 ناىية المُستحقةالقيمة المُستقبمية لمسُ  : 4.6شكؿ ا

 
ات النقدية، يصعب عمينا وعندما يكثر عدد التدفق

مة المستقبمية بطريقة الأسيـ، ويغدو مف حساب القي
. وىذه الصيغة الضروري المجؤ إلى صيغة أكثر دقة

 ىي:
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)1(
1)1(

)( r
r

r
CAFV

n

tD 






 
 

أعلبه،  ،وعند تعويض ما لدينا مف قيـ في الصيغة
 نحصؿ عمى ما يمي:

11.10169)035.01(
035.0

1)035.01(
1500)(

6








 
DAFV 

، المُستحقةناىية القيمة الحالية لمسَ  دعنا الآف نحسب
  دينار، 1500أحدنا يدفع مبمغاً مقداره ا بأفولنفترض 

  5في صندوؽ تقاعدي، عند بداية كؿ سنة، ولمدة ا
  0. ويتـ حساب القيمة الحالية مف الفترة اسنوات

  .4.7 ، كما في الشكؿ ا5وحتى نياية السنة ا
  : القيمة الحالية لمسُناىية المُستحقة4.7شكؿ ا
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وحيث اف عدد التدفقات النقدية قد يرتفع يشكؿ مربؾ، 

فإف بإمكاننا المجؤ إلى الصيغة البسيطة التالية 
 :المُستحقةلمحصوؿ عمى القيمة الحالية لمسَناىية 

)1(
)1(1

)( r
r

r
CAPDV

n

tD 






 


 
عند تعويض ما لدينا مف قيـ في الصيغة، أعلبه، 

 نحصؿ عمى ما يمي:
58.8272)035.01(

035.0

)035.01(1
1500)(

6
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)1(وىو المطموب. وتُسمى القيمة 
)1(1

r
r

r n








   معامؿ
 .القيمة الحالية لمسُناىية المستحقة

خطة اناىية العاديةالقيمة المستقبمية لمسُ   4.17مثاؿ ا
  :تقاعدية

، مف العمر   سنة30لنفترض بأف محمداً قد بمغ ا
   عاماً. 60ويرغب بالتقاعد عندما يبمغ ا

%  10تقوـ الشركة التي يعمؿ بيا محمد بتخصيص ا
دينار وتودعيا في   آلاؼ 5مف راتبو الشيري البالغ ا

الموظفيف. ويقوـ محمد تقاعد خاص بحساب 
  دينار شيرياً مف راتبو، ويودعيا 100بتخصيص ا

 في حساب التقاعد نفسو. 
ما ىو المبمغ الذي يتوقع أف يجده محمد في حسابو 

%  سنوياً، تتـ 5إذا كاف معدؿ الفائدة ا عندما يتقاعد،
 ؟شيرياً مراكمتو 
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شيراً،   n = 12x30 = 360لدينا في ىذه المسألة ا
  دينار Ct = 0.10 x 5000 +100 = 600و ا

005.0ىو اسعر الفائدةشيرياً. و 
12

06.0
r ًشيريا ،  .

وبناءاً عمى ذلؾ تكوف القيمة المستقبمية لمسَناىية 
 كما يمي: ابالدينار  العادية

0255.602709
005.0

1)005.1(
600)(

360








 
OAFV 

M. ( الدفعات المطلوب4.78مثال ) :لإطفاء السند 

  أصدرت شركة الطباعة 01/01/2013بتاريخ ا
مقدارىا   face valueاقيمة إسميةالعربية سنداً يحممُ 

%  سنوياً، 10  دينار، بسعر فائدة ا100,000ا
 .ماىو المبمغ الذي 31/12/2022ويستحؽ بتاريخ ا

طفاء السند، حساب إينبغي عمى الشركة إيداعو في 
تجني فائدة سنوية معدليا  إذا افترضنا بأف الإيداعات
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معامؿ القيمة المستقبمية  يمكننا حساب% ؟ 10ا
 :العادية لمسُناىية

9374.15
1.0

1)1.1(1)1( 10


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


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
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 annual paymentاالدفعة السنويةيعني بأف  مما
(AP)  الشركة أف تودعيا في حساب  التي عمى

 إطفاء السند ىي:
55.6274

9374.15

000,100
AP 
 ديناراً.
N. (4.74 ) ُناهٌة المؤجلة الس(Deffered 

Annuity:) 

تقضي بعض الحالات تأجيؿ دفع أو قبض السُناىية، 
وـ بعض يقلعدة فترات. وعمى سبيؿ المثاؿ، 

، لأغراض تقاعديةالخطة البتأجيؿ وضع  الأشخاص
الحماية مف الشيخوخة، لعدة سنوات. وفي ىذه الحالة 
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تدخؿ الفترة الزمنية، التي يتـ فييا تأجيؿ الدفع أو 
 القبض، في حساب القيمة الحالية أو المستقبمية.
لنفترض بأف أحدنا أراد أف يقبض مبمغاً مقداره 

  دينار سنوياً، لمدة عشر سنوات، لكنو يرغب 1000ا
المبمغ  ىو  . فما7أعتباراً مف السنة ابسحب كؿ مبمغ 

، في حساب يعطي فائدة الآف ،مطموب إيداعوال
 ؟%  سنوياً 5معدليا ا

 
 العادية يمكننا استعماؿ معامؿ القيمة الحالية لمسُناىية

7217.7
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)05.1(1)1(1 10
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، وحتى نياية السنة مما يعني بأف القيمة الحالية
لكؿ المبالغ التي سيقبضيا في المستقبؿ  السادسة،

 ىي:
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1000 x7.7217 = 7721.7 

أما القيمة الحالية ليذا المبمغ حتى بداية السنة الأولى 
 ىي:

08.5762
)05.1(

735.7721
6

PDV 
 وىو المبمغ المطموب إيداعو الآف.

 
 

O. ( السناهٌة المؤجلة:4.79مثال :) 

يبدأ في لنفترض بأف السيدة نوراشترت تأميناً تقاعدياً 
، يُعطييا اربع 2009الأوؿ مف كانوف الثاني ايناير  

،   دينار1500دفعات متساوية، قيمة الواحدة منيا ا
بحيث تقبض الدفعة الأولى في الأوؿ مف كانوف 

 .2013الثاني ايناير  
 % ؟5ماىي كمفة التأميف، إذا كاف سعر الفائدة ا
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، PV(FAo))معامؿ السناىية العاديةيمكننا استعماؿ 
  .4.8وتوضيح المسألة كما في الشكؿ ا

546.3
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)(
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  4.8شكؿ ا

 
: يتـ الحصوؿ عمى القيمة الحالية لمسناىية العادية أولاً 

وقد بمغت    سنوات.4 ، سنوياً، لمدة ا1500لمبمغ ا
   ديناراً.5318.9258ىذه القيمة ا

 
  4.9شكؿ ا

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:35 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( أعبع٤بد اُش٣بظ٤بد أُب٤ُخ4) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

331 

 

 
 ليذا المبمغ : يتـ الحصوؿ عمى القيمة الحاليةثانياً 

  سنوات 3تخفيضو لمدة احتى بداية السنة الأولى، ب
كمفة  بأف ، مما يعني 4.9، كما في الشكؿ امتتالية

 ، بالدينار،التأميف التي ينبغي عمى السيدة نور دفعو
 ىي  1/1/2009يوـ ا

69.4594
)05.1(

9258.5318
)3(

3
PDV 
P. السناهٌةالدٌنباستعمال  ( تقسٌط مبلػ4.21)مثال 

 :المستحقة

دينار، واتفؽ عشرة آلاؼ   10بقيمة ا بيتاً  أشترى خالدٌ 
مع البائع عمى تقسيط المبمغ عمى عشر دفعات 
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%  سنوياً، عمى أف يبدأ 8، بسعر فائدة مقداره اسنوية
 ؟الدفعة السنويةالدفع الآف. فما ىو مقدار 

معامؿ القيمة الحالية لمسُناىية يمكننا استعماؿ 
 :المستحقة

2469.7)08.1(
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)1(1 10
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   يبمغMPا مما يعني بأف القسط السنوي
9.1379

2469.7

10000
MP 
 ديناراً.

 
Q. (4.75حساب سعر السهم )10: 

يتأثر سعر سيـ الشركة المساىمة العامة بجممة مف 
العوامؿ الموضوعية وتوقعات الأفراد والشركة نفسيا 

                                                 
" وىو في طريقو إلى  مبادىء الاقتصاد الكميالشرح عف الأسيـ والسندات في ىذا الجزء عمى ما وضعو المؤلؼ في كتابو "  يعتمد -10

 .2013الأردف،  –الطباعة. دار وائؿ لمنشر، عماف 
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عف أرباحيا المستقبمية، ومعدلات التضخـ في 
 المتوقعة. 

لنفترض بأف شركة الاتصلبت الأردنية تتوقع توزع 
  دينار لمسيـ الواحد، خلبؿ 1.5أرباحٍ مقدارىا ا

السنوات العشر القادمة. وأف حاممي السيـ يعتقدوف 
  دنانير بعد عشر 7.0بأنيـ سيبيعوا السيـ بسعر ا

 سنوات.
في  PDV)ا القيمة الصافية الحاليةاستخداـيُمكننا 

حساب تدفقات الأرباح الموزعة، ويكوف سعر السيـ 
 مستنداً عمييا:




 


0 )](1[

)(

t
t

t

S
kr

dE
PDV 
  لمقيمة الصافية الحالية لتدفقات PDVSحيث ترمز ا

  لتدفؽ الأرباح الموزعة E(dt)الأرباح مف السيـ وا
لسعر   r  لمزمف، واtاالمتوقعة  عمى السيـ، و ا

  لعلبوة kالفائدة الخالي مف مخاطر فشؿ الشركة، وا
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إلييا القيمة الصافية  اؼيضمخاطر حمؿ السيـ. و 
الحالية لسعر السيـ المتوقع استلبمو بعد عشر 

 ، فإف k = 0.05  واr= 0.1سنوات. ولو كاف ا
 السعر الحالي لمسيـ يكوف كما يمي:

26.9
)15.1(

7

)15.1(

5.1
10

10

1

0 
t

t
SP 

أي أف سعر   لسعر السيـ. SP0حيث ترمز ا
   دينار.9.26ىو ا الآفالسيـ

 
تؤثر توقعات حممة الأسيـ عف أسعار الأسيـ في 

المستقبؿ عمى سموكيـ الاستيلبكي والاستثماري الآف، 
وتؤثر في الإنفاؽ الكمي والإنتاج الكمي في الفترة 

  التي paramertersا المعمماتالراىنة. ولو اختمفت 
حساب، صعوداً أو ىبوطاً، فإف استخدمناىا في ال

سعر السيـ يتأثر، صعوداً أو ىبوطاً. وتتأثر ثروة 
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الأفراد، ويتأثر سموكيـ الاستيلبكي والاستثماري جراء 
 ذلؾ.

لنفترض بأف شركة الاتصالات تتوقع زيادة الاباح 
%  سنوياً عمى مدار السنوات 5الموزعة بنسبة ا

تضميف  العشر القادمة. وفي ىذه الحالة لابد مف
يمة المقاـ المقاـ بيذه المعممة، وستؤدي إلى تخفيض ق

لى زيادة سعر السيـ في الوقت  ، و 0.05بمقدار ا ا 
 الحالي.

 
R. (4.76 )سوق السندات (Bonds’ Market:) 

 
مف الأدوات التي تدرُ  ، وىوأداةُ دَيف  bondا السند

بأنو  سوؽ السنداتعمى حاممو. ويُعرّؼ  دخلً ثابتاً 
البيئة الحاضنة لإصدار وبيع وشراء السندات، وفي 
مقدمتيا السندات الحكومية، وسندات المؤسسات 
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والشركات الكبرى. ويقوـ ىذا السوؽ، بمؤسساتو 
وتشريعاتو، بتمكيف المُدخريف مف شراء السندات، 

  إلى الجيات capitalارؤوس الأمواؿوتحويؿ 
مواؿ لتمويؿ المُصْدرة، التي تحتاج إلى رؤوس الأ
. والسند ىو 11مشاريعيا، أو البدء بمشاريع جديدة

 المُقرضِ شيادةٌ تُصُدَرُ بناءاً عمى عقدٍ بيف طرفيف: 
 ، يوافؽ فيو borrowerا المُقترضْ   و lenderا

المُقرضُ عمى إقراض مبمغٍ مُحددٍ مف الماؿ إلى 
يدفعو  coupon 12اثابتسعر فائدةٍ المُقترض لقاء 

المُقترض إلى المُقرض، ويتعيد المُقترض بإعادة أصؿ 
تاريخ القرض مع الفائدة المستحقة عمى السند بػ 

 . وقد يتضمف عقد maturity dateا الإستحقاؽ
السند استلبـ الفوائد مرة أو أكثر خلبؿ فترة العقد، 

                                                 
ر وأضخـ مف أسواؽ معة الإعلبمية التي تحظى بيا أسواؽ الأسيـ في بعض البمداف، إلا أف أسواؽ السندات أكبسعمى الرغـ مف ال -11

در لمسندات في ىذه الأسواؽ.  وقد بمغت قيمة سوؽ السندات الأمريكي، وحتى نياية صْ الأسيـ بعدة مرات، وذلؾ بسبب حضور الحكومة كمُ 
   ترليوف دولار. االترليوف = ألؼ مميار .32ما يزيد عف ا 2011الربع الثاني مف العاـ 

 عمى السند.ىكذا التسمية الغربية لسعر الفائدة -12
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وحتى تاريخ استحقاؽ السند. وعادة ما يُصْدَرُ السند 
ة، أو إحدى مؤسساتيا، والبمديات، مف حكومة مركزي

والوكالات الحكومية، والشركات الخاصة الكبرى، بما 
 فييا شركات مشاريع الإسكاف.

 
S. (4.77:أنواع السندات ) 

تأتي السندات عمى أشكاؿٍ متعددة، ومختمفة مف حيث 
الجية المُصْدِرة، وتاريخ الاستحقاؽ، وسعر الفائدة 

  لمسند face valueا القيمة الأسميةالمدفوعة، و 
نفسو، وبعض الشروط الأخرى، ومنيا عمى سبيؿ 
المثاؿ إعفاء الفائدة عمى السند مف الضريبة أـ لا. 

وتختمؼ أنواع السندات، أو ما يشابييا، مف دولة إلى 
دولة، لكنيا جميعاً تتشابو باليدؼ الذي صَدَرت مف 

. اقتراض السيولة النقدية لأمدٍ طويؿاجمو، وىو 
ر سوؽ السندات الأمريكي مف أكبر وأكفأ أسواؽ ويُعتب
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السندات عمى المستوى العالمي. وليذا السبب 
يستخدمو الاقتصاديوف والدارسوف معياراً يُقاس عميو 

كؿ ما يتعمؽ بالسندات وأنواعيا وطريقة حساب أسعار 
الفائدة عمييا. وفيما يمي أىـ أنواع السندات، وأكثرىا 

 انتشاراً بيف الدوؿ:
 : يتراوح Treasury Bill (T. Billا نات الخزينةأذو 

 13تاريخ استحقاقيا، في العادة، بيف رُبع سنة ا
 أسبوعاً  إلى سنة كاممة.

 Zero- couponاالسند ذو الفائدة الصفرية 

Bonds or Strip or Zeros يتراوح تاريخ : 
  سنة.ولايُقصد 30استحقاقيا بيف نصؼ سنة إلى ا

مؿ السند لايجني أرباحاً مف بأف حا الصفريةبكممة 
السند، لكف طريقة دفع الفائدة تمزـ حاممو أف ينتظر 

إلى تاريخ الاستحقاؽ كي يقبض القيمة الأسمية لمسند 
والفائد معاً. ومع ذلؾ تقوـ بعض الحكومات بفرض 
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ضرائب عمى الفوائد قبؿ استلبميا مف حامؿ السند. 
 وتاريخ استحقاقيا متغير.

T. لى معدل التضخم )السند المُعاٌر عInflation-
indexed Treasury:) 

يتـ تعديؿ الفائدة عمى السند مع مستوى الأسعار  
العاـ. فإذا ارتفع مستوى الأسعار ترتفع معو الفائدة 
ذا انخفض مستوى الأسعار انخفضت  المحسوبة، وا 

 الفوائد المدفوعة. وتاريخ استحقاقيا متغير.
 : قد يمتد Treasury Bondsا( 1سندات خزينة )

   سنوات.10تاريخ الإستحقاؽ إلى ا
 : يتراوح Treasury Notesا( 2سندات خزينة )

   سنوات.10تاريخ الإستحقاؽ بيف سنتيف وا
-Mortgageاسندات مدعومة بديوف عقارية 

backed Securities 13 يَصدُرُ مثؿ ىذا السند مف :
                                                 

المؤسسات عمى المستوى    مف أكبرFreddie Macا فريدي ماؾو  Fannie Maeا فاني مايتُعتبر وكالات الولايات المتحدة  -13
، وحتى كتابة ىذا 2007وقد تعرضت ىاتاف المؤسستاف إلى أزمة ديوف شديدة في العاـ  التي تُصدر مثؿ ىذا النوع مف السندات.العالمي، 
 .2013الجزء، 
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المؤسسات الحكومية أو شبو الحكومية بيدؼ دعـ 
ف مثؿ الإسكاف. وقد يمتد تاريخ استحقاقيا لػ قطاع معي

   سنة.30ا
 : تصدُر ىذه Municipal Bondsاسندات البمدية 

السندات مف البمديات بيدؼ جمع السيولة النقدية 
لتنفيذ المشاريع البمديات في البنى التحتية. وعادة ما 
 تكوف مُعفاة مف الضرائب، وتاريخ استحقاؽ متغير.

 : Corporate Bondsاسندات الشركات الكبرى 
وىي السندات الرئيسة التي تصدرىا شركات القطاع 
الخاص. وعادة ما تتميز بتواريخ استحقاؽ متغيرة، 

وأسعار فائدة أعمى مف الفوائد عمى السندات 
ارتفاع مخاطرة   1الحكومية. ويعود ذلؾ إلى سببيف: 

مقارنة   مف الشركة default riskا عدـ الوفاء
الذي  أثر الإزدحاـ  2بمخاطر السند الحكومي. 

يحدثو الإقتراض الحكومي. لكف سندات الشركات 
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قابمية   1تتميز بصفتيف مرغوبتيف:  قدالكبرى 
  إلى أسيـ، أي التحوؿ مف convertibleا التحوّؿ

قابمية الإطفاء أو   2أداة ديف إلى أداة مُمكية. 
 Callable orا قبؿ تاريخ الإستحقاؽ الإسترداد

redeemable.  
وعادة ما تُصنؼ السندات حسب الآماف الذي تمنحو 
الجية المُصدرة. وعمى سبيؿ المثاؿ يُصنؼ السند بػ 

  إذا كانت مخاطر عدـ السداد أقؿ ما يمكف، AAAا
 ، أو مف -Bوىو سند أفضؿ مف السند المُصنؼ بػ ا

 junk ، وىذا الأخير يُسمى اCالسند المُصنؼ بػ ا

bond.  
 

U. (4.78:حساب سعر السند ) 

مثبتة عميو  قيمة أسميةيحمؿ السند عند إصدارهِ 
 ، إضافة إلى par value or face valueتُسمى ا
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 ، وسعر الفائدة maturity dateتاريخ استحقاقو ا
  الذي يدفعو، ومدتو بالأسابيع أو الأشير couponا

 أو السنوات. وقد تكوف القيمة الأسمية، عمى سبيؿ
 .14  دينار، مستحقة بعد عشر سنوات1000المثاؿ، ا

 
 

يتـ تسعير السند بناءاً عمى أسعار الفائدة السائدة. فإذا 
كانت الفائدة التي يدفعيا السند أعمى مف أسعار الفائدة 

                                                 
قيمة السند و   الأمريكية، General Electric Companyوىي ا الشركة المُصدرةالمعمومات التالية:  دناهتنيف صورة السند أ -14

، يخ الإستحقاؽر تاسنة، و  n = 20ا مدة السند ، وcoupon rate = 3.5%ومعدليا ا الفائدة السنوية  دولار، 1000ومقدارىا ا الإسمية
  .1976مايو/أيار وىو االأوؿ مف 
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السائدة، التي تجنييا أصوؿٌ مالية أخرى، فإف تسعير 
 ، ويزيد at premiumا علوة إصدارالسند يكوف بػ 

سعره عف بقية الأصوؿ المالية بمقدار الفرؽ بيف أعمى 
سعر فائدة يدفعو الأصؿ المالي الآخر وعلبوة إصدار 
ذا كاف سعر الفائدة الذي يدفعو السند أقؿ مف  السند. وا 

خصـ أسعار الفائدة السائدة فإف تسعير السند يكوف بػ 
معدؿ العائد  . ويعتبرُ at discountا إصدار
  عمى السند سعر الفائدة required yieldا بالمطمو 

الذي يعرضو مُصدِر السند كي يجذب المستثمريف 
نحو شراء السند المُصدَر. وعادة ما يكوف معدؿ العائد 
الذي يدفعو السند أعمى مف المتوسط السائد لأسعار 

القيـ الصافية الفائدة. ويُسعر السند بناءاً عمى مجموع 
  لكؿ الفوائد present values (PV)ا الحالية

 ، coupon paymentsالمتوقعة التي يدفعيا السندا
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 ( أعبع٤بد اُش٣بظ٤بد أُب٤ُخ4) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

344 

 

لقيمة السند الأسمية. وتُستخدـ  (PV)مضافاً إليو الػ 
 الصيغة التالية في حساب سعر السند:


 





n

t
ntP

r

Par

r

C
B

1 )1()1( 
  لدفعات الفائدة المتوقعة، وىي Cا وBPاحيث ترمز

، 15آخر دفعة ثابتة، لمسند العادي، مف أوؿ دفعة إلى
 . وترمز ordinary annuityا عاديةسُناىية وىي 

  لسعر الفائدة امعدؿ العائد r  لعدد الدفعات و اnا
  t  لقيمة السند الأسمية، واParالمطموب ، و ا

 لمزمف.
 

V. (4.27مثال)سعر السند: 

 Parلنفترض بأف سنداً ما يحمؿ قيمة إسمية مقدارىا ا

 ، %5عائد مقداره ا  دينار، ويدفع معدؿ 1000 =
  C = 50  سنوات، أي أف العائد اn = 10لمدة ا

                                                 
 أنواع السندات . مرتبطة بمعدؿ التضخـ اأنظرلانتحدث عف السند الذي يدفع فوائداً  -15
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  سنوياً. وبناءاً r = 5%سنوياً، وأف العائد المطموب ا
 عمى ذلؾ يكوف السعر الحالي لمسند كما يمي:

1000
)05.1(

1000

)05.1(

5010

1
10


t
tPB 

 ، فقط. القيمة الإسميةمما يعني بأف ىذا السند يُباع بػ 
 ، r = 10%المطموب كاف الو افترضنا بأف العائد 

وأف المعممات الأخرى بقيت كما ىي عميو، لكاف سعر 
 السند كما يمي:

142.921
)1.1(

1000

)1.1(

50
10

10

1


t

tPB 
 .علوة خصـمما يعني بأف السند يُباع بػ 
ر السند الفائدة عمى السند مف الممكف أف يدفع مُصدِ 

عمى أكثر مف دفعة في السنة. ولنفترض بأنو يدفع 
تة أشير، أي مرتيف في السنة. وأف العائد مرة كؿ س

  .r = 4%العائد المطموب انخفض إلى ا
يمكننا حساب سعر السيـ بتقسيـ الفائدة السنوية 

 ، ويكوف عدد r/2 = 2%المطموبة إلى جزئيف ا
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 = C/2 ، بواقع اn = 20الدفعات في ىذه الحالة ا

   لمدفعة. ويكوف سعر السند كما يمي:25




20

1
20

76.1081
)02.1(

1000

)02.1(

25

t
tPB 

علوة مما يعني بأف السند، في ىذه الحالة، يُباع بػ 
 .16إصدار
W. ( 4.22مثال)سعر السند: 

-zeroا فائدة صفريةلنفترض بأف لدينا سنداً ذو 

couponيحمؿ قيمة إسمية مقدارىا ا ، Par = 

 ، والعائد المطموب n = 5 ، ومدة استحقاؽ ا1000
  .r = 10%ىو ا

لايستمـ حامؿ ىذا السند أرباح السند وقيمتو الإسمية 
إلا عند استحقاقو، لكف العادة جرت عمى حساب سعر 
السند بافتراض أف الفائدة المستحقة تُدفع مرتيف في 

السنة، وبالتالي فإف عدد الدفعات المفترضة خلبؿ مدة 
                                                 

1.04لو تـ حساب الجزء الثاني مف سعر السند بالقسمة عمى ا -16
  ، لكاف الفرؽ قميلًب وقابؿ للئىماؿ.10
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 ( أعبع٤بد اُش٣بظ٤بد أُب٤ُخ4) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

347 

 

%  مف قيمة 5  دفعات، بواقع ا10الاستحقاؽ تكوف ا
 ويكوف سعر السند كما يمي:السند الأسمية. 

91.613
)05.1(

1000
10
PZB 

ويعود السبب في انخفاض سعر ىذا السند بأف حاممو 
 لايستمـ قيمة السند وأرباحو إلا وقت استحقاقو.

 
X. (4.79:مؤشرات العائد على السند ) 

يقوـ متخصصو التمويؿ، في العادة، بحساب بعض 
في   ويستخدموىا parametersالمؤشرات امعممات  ا

قياس العائد عمى السند وربطو بمدة الاستحقاؽ وسعر 
 السند. وفيما يمي بعض المؤشرات اليامة.

  المُستداـا معدؿ العائد عمى السند الدائـ( 4.19.1)
 : تقوـ بعض الحكومات بإصدارِ perpetuity rateا

سنداتٍ دوف أف تحدد تاريخاً لاستحقاقو، وتدفع لحاممو 
ا بقي السند دوف إطفاء، أو غير الفوائد المستحقة طالم
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 السند الدائـمسترد. ومف ىذه السندات ما يسمى 
  . perpetual bondا

عمى سبيؿ المثاؿ، بأف سنداً دائماً يدفع ، لنفترض
  1200  ديناراً في السنة، ويُباع حالياً بمقدار ا50ا

 دينار. فيكوف العائد عمى ىذا السند كما يمي:
%167.4

1200

50
r 

 couponا ( معدل العائد على السند العادي4.79.2)

rate لنفترض بأف سنداً يحمؿ قيمة إسمية مقدارىا : 
%  12  دينار ويدفع معدؿ فائدة مقداره ا1500ا

 سنوياً. 
  couponبناءاً عمى ذلؾ يبمغ العائد ا

180150012.0  
 ديناراً في السنة.

 yield toالإعزحمبق )( اٌؼبئذ حزً ربسَخ 1.11.1)

maturity(YTM) :) 
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ىو سعر الفائدة الذي يستعدُ المستثمرُ لدفعو مف اجؿ 
الحصوؿ عمى السيولة النقدية الآف مقابؿ ما يدفعو في 
المستقبؿ. ويُعتبر مف أكثر المؤشرات استعمالًا وقبولَا 

في سوؽ السندات. وعادة مايتـ استخداـ الصيغة 
  الذي يؤدي YTMفائدة االتالية في معرفة سعر ال

  مع القيمة الصافية PBإلى مساواة سعر شراء السند ا
  :Itالحالية لتدفؽ الدفعات مف السند ا

nn

n

n

n

t
t

t

B

YTM

Par

YTM

I

YTM

I

YTM

I

YTM

Par

YTM

I
P

)1()1(
...

)1(1

)1()1(

2

21

1



















 
  يحتاجُ إلى برنامج حاسوب YTMلكف حساب ا

متخصص. ويمكننا استبداليا بالخطوات البسيطة 
إسمية التالية: لنفترض بأف لدينا سنداً يحمؿ قيمة 

 ، ويعطي معدؿ فائدة Par = 1000مقدارىا ا
  n = 5  عمى مدار اcoupon rate= 10%ا

  ديناراً، PB = 950سنوات، وقد اشتريناه بمبمغ ا
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  التي coupon paymentsCPوالدفعات النقدية ا
   دينار سنوياً:x 1000 =100 %10نتمقاىا ا

 ، current yieldCYا العائد الحالينقوـ بحساب 
 يمي: كما

%53.10
950

100


BP

CP
CY 

Y. ًالربح الرأسمال (capital gain CG) 

عمى السند ىو الفرؽ بيف القيمة الإسمية لمسند وسعر  
 – Par – PB = 1000شراء السند، أي ا

 . وبقسمة الربح الرأسمالي عمى عدد 50=950
معدؿ الربح الرأسمالي السنوات، نحصؿ عمى 

  .CG /n = 50/5 = 10، ومقداره االسنوي
  + معدؿ الربح CP = 100الدفعة السنوية ا

 العائد السنوي  = CG/n = 10الرأسمالي السنوي ا
 + AR = 100 ، أي أف اannual returnARا

10 =110 .  
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  عمى سعر شراء ARنقوـ بقسمة العائد السنوي ا
السند لمحصوؿ عمى العائد الأوؿ حتى تاريخ 

 = YTM1 ، أي أف اYTM1الإستحقاؽ ا

110/950 =11.579%.  
نطرح معدؿ الربح الرأسمالي السنوي مف القيمة 

 – Par – (CG/n)= 1000الإسمية لمسند، أي أف ا

10 = 990).  
نقوـ بقسمة العائد السنوي عمى الفرؽ بيف القيمة 

الإسمية لمسند ومعدؿ الربح الرأسمالي السنوي، أي 
 . YTM2  لنحصؿ عمى ا11.111 = 110/990ا

 ويكوف
%345.11

2

111.11579.11

2

21








YTMYTM
YTM 

في   YTMلمتحقؽ مف الحساب نقوـ بتعويض ا
 المعادلة التي تحتاج إلى برنامج حاسوب.
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 ( أعبع٤بد اُش٣بظ٤بد أُب٤ُخ4) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

352 

 

950
)11345.1(
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)11345.1(
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11345.1
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)11345.1(

100
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1
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وىو المطموب. مما يعني أف باستطاعتنا استخداـ 
  . YTMالطريقة اليدوية لحساب ا
 عند النظر إلى الصيغة


 





n

t
ntP

r

Par

r

C
B

1 )1()1( 
المُبينة أعلبه نجد بأف سعر السند مف الشروحات 

  ينخفض كمما ارتفع معدؿ العائد المطموب، أو BPا
سعر الفائدة السائد، باعتباره ىذا السعر مؤشراً لمعدؿ 
العائد المطموب، وذلؾ بسبب وجود معدؿ العائد، أو 
سعر الفائدة، في مقاـ صيغة الحساب المبينة أعلبه، 

افية الحالية، مما يؤدي إلى انخفاض القيمة الص
وانخفاض القيمة الإسمية مع نياية الإستحقاؽ. أما 
المبرر الاقتصادي الذي يُفسّر ىذه العلبقة العكسية 
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فيو أف انخفاض أسعار الفائدة، باعتبارىا السعر 
السائد في سوؽ النقود، تجعؿ مف السند أداة استثمارية 
جاذبة لمف يممؾ فائضاً في السيولة ويريد بديلًب عف 

 دوات سوؽ النقود.أ
  لسندٍ يعطي دفعة BPالعلبقة بيف ا يبيف الجدوؿ أدناه
 Par ، ويحمؿ قيمة إسمية ا100سنوية مقدارىا ا

 ، ومعدؿ العائد المطموب، أو سعر الفائدة 1000=
  .rالسائد ىو ا

 
B

P 
1448

.14 

1253

.78 

1092

.46 

10

00 

810.

78 

667.

50 

r 2% 5% 8% 10

% 

15

% 

20

% 

 
  صورة العلبقة البيانية بيف 4.10اويوضح الشكؿ 

 العائد المطموب، أو سعر الفائدة السائد، وسعر السند.
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 (4.12شكؿ )

 
ونتيجة لارتفاع اانخفاض  أسعار الفائدة تنخفض 

 اترتفع  الكمية المطموبة مف السندات.
 

Z. (4.21 )منحنى العائدعلى السند (Yield 
Curve:) 

تُسمى العلبقة بيف أسعار الفائدة، أو العائد عمى 
ىيكؿ الأجؿ السند، وأجؿ السند اأي تاريخ استحقاقو  

 term structure of interestا لأسعار الفائدة

rates وعادة ما يتـ تمثيؿ ىذا الييكؿ بواسطة ما . 
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، الذي يبيف العوائد الممكنة حتى منحنى العائديسمى 
  وتواريخ الإستحقاؽ YTMتاريخ الإستحقاؽ ا

 ، ويقوـ بقياس توقعات السوؽ maturitiesالممكنة ا
عف أسعار الفائدة المستقبمية بناءاً عمى ظروؼ السوؽ 

الرىنة. ومف ىذا المنحنى يستنبط المستثمروف 
معمومات مفيدة عف استثماراتيـ في سوؽ السندات. 

 ويأتي منحنى العائد عمى أشكاؿٍ ثلبثة:
IX. بدٌ )اٌطجُؼٍ(ِٕحً اٌؼبئذ اٌؼ 

 : ىو منحنى متصاعد normal yield curveا 
بشكؿ طبيعي، ولا يجد المستثمروف مف خلبلو أي 

معمومات مخالفة لتوقعاتيـ حوؿ النشاط الاقتصادي، 
فالاقتصاد يسير بشكؿٍ عادي، وليس ىناؾ ما يُقمِؽ 
عف حالة التضخـ، أو الإنتاج. ويتوقع المستثمروف 

المحمولة لآجاؿٍ طويمة. ويبيف عائداً أعمى لمسندات 
   منحنى العائد العادي.4.11الشكؿ ا
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 (4.11شكؿ )

 
يبيف المنحنى أف طوؿ مدة استحقاؽ السند تعني 

مخاطرة أعمى يتحمميا حامؿ السند، وتكوف أعمى مف 
مخاطرة المستثمر الذي يحمؿ أداة تمويمية قصير 
ىذه الأجؿ. وبسبب ذلؾ لابد أف يعوضو السوؽ مقابؿ 

 المخاطرة.
A. ًالمستوي) منحنى العائد الأفق( )flat yield 

curve ٌتخذُ هذا المنحنى، من تسمٌته، الوضع :)
(. وهو ٌعطً 4.72الأفقً )المستوي(، كما فً الشكل )

المستثمرٌن معلوماتٍ وإشاراتٍ مختلفة، وعلى نحوٍ 
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ٌُمكّن المستثمرٌن، كجماعة، من تقرٌر توقعات  لا
 كلُ واحدٍ منهم بطرٌقته الخاصة. المستقبل. وٌفسره

 (4.12شكؿ )

 
وعادة ما يمجأ المستثمروف، في ىذه الحالة، إلى أدوات 

الدخؿ الثابت، لتعظيـ ما تُسمى حالة المبادلة 
  بيف المخاطرة والعائد، ويقمموف مف trade-offا

المخاطرة باختيار أفضؿ أداة تمويمية في ظؿ ىذه 
 الظروؼ.

B. وس )المقلوب(منحنى العائد المعك 

 : يتحقؽ ذلؾ عندما inverted yield curveا 
تكوف أحواؿ السوؽ معاكسة تماماً لحالة منحنى العائد 

الطبيعي. ويأخذ المنحنى شكلًب متناقصاً، وتكوف 
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  وتاريخ الإستحقاؽ عكسية، كما YTMالعلبقة بيف ا
  . 4.13في الشكؿ ا

 (4.13شكؿ )

 
 

الحاؿ، بأف أسعار الفائدة يتوقع المستثمروف، في ىذه 
طويمة الأجؿ ستنخفض في الوقت الذي ترتفع أسعار 

 الفائدة قصيرة الأجؿ.
C. (4.27 )السُناهٌة الأبدٌة(Perpetuity:) 

تعطي بعض الأدوات المالية، كالسندات، مثلًب، 
سُناىية عادية إلى الأبد. وتُسمى الأداة المالية التي 

 Perpetuity orا السند الدائـتتميز بذلؾ 
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Perpetual Bond وعادة ما يتـ حساب القيمة . 
الحالية لمسند الدائـ بقسمة القيمة الإسمية عمى سعر 

 الفائدة الإسمي. 
لنفترض، عمى سبيؿ المثاؿ، بأف سنداً دائماً يحمؿ 

  دينار، وأف معدؿ الفائدة 400قيمة إسمية مقدارىا ا
قيمة الحالية % . وبناءاً عمى ذلؾ تكوف ال8عميو ىو ا
  :PVلمسند ا

5000
08.0

400
PV 
 دينار.

 اسئمة الفصؿ الرابع
 أوجد قيمة




3

1i

ii 
  باستخداـ صيغة 15  إلى ا1ماىو مجموع مف ا

 غاوس في الجمع المتتالي؟
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  2000أحسب القيمة الحالية لتدفؽ نقدي مقداره ا
%  10ا  سنوات، بسعر خصـ معدلو 3دينار لمدة ا

 سنوياً ؟
ما ىو سعر الفائدة الفعاؿ إذا كاف السعر الإسمي 

   مرات سنوياً ؟6%  يراكـ ا20ا
ما ىو سعر الفائدة الحقيقي إذا كاف السعر الإسمي 

 %  سنوياً ؟4%  ومعدؿ التضخـ ا15ا
أحسب القيمة المستقبمية لسناىية عادية قيمتيا 

فائدة   سنوات وسعر 3  دينار سنوياً، لمدة ا2000ا
 % .5ا

 إشرح معنى واستعماؿ منحنى العائد.
  20اشترت شركة الصناعات المعدنية آلة بمبمغ ا

ألؼ دينار، واتفقت مع البائع عمى تقسيط المبمغ عمى 
%  سنوياً. كـ 10  شيراً، بسعر فائدة معدلو ا36ا

 قيمة الدفعة الشيرية؟
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  1500يمتمؾ سالـ سنداً يحمؿ قيمة إسمية مقدارىا ا
%  سنوياً، لمدة عشر 7دينار، ويعطي عائداً معدلو ا

%  10سنوات. والعائد الذي يطمبو سالـ الآف ىو ا
 سنوياُ.
 وىؿ يُباع بعلبوة أـ بخصـ ؟ سعر السند الآف. ما ىو
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X. 1 
A. وتطبٌقاتها الاقتصادٌة المشتقة 

Derivative 

 :اٌّؾزمخ( 1.1) .1

مشتقة الدالة،عند نقطة ما، بأنيا مُعدؿ التغير تُعرّؼ 
الحاصؿ لمدالة عند تمؾ النقطة، عندما تؤوؿ كمية 
التغير الحاصمة لممتغير المستقؿ إلى الصفر، لكنيا 

 .لا تساوي صفراً أبداً 
 وتكتب المشتقة بالصيغة التالية:

xfy)(ا المجرد افترضنا أف لدينا الاقتراف النظريإذا   . 
 فإف المشتقة ىي

 
 
















x

xfxxf

xdx

dy )()(

0

lim 
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)(حيث ترمز x  لمقدار التغير الحاصؿ لػ(x) وترمز ،
(lim) إلى الحد الذي تصؿ إليو الدالة عندما تؤوؿ)( x 

. أما المشتقة لكنيا لا تساوي صفراً أبداً ، إلى الصفر
الثانية فيتـ الحصوؿ عمييا باشتقاؽ المشتقة الأولى 

مرة أخرى، وىكذا يتـ الحصوؿ عمى المشتقات 
 الأعمى.

 

 

 
B. ( مشتقة الدالة باستخدام النهاٌة:5.7مثال) 
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)(2دعنا نفترض أف ا xxfy إذف فإف ،  
 

))(2(

)()(

22

2

xxxx

xxxxfyy



 
  عمى النتيجة تكوف limوعند تطبيؽ مبدأ النياية ا

 الصيغة كما يمي:
 
 
)](2[

0

lim
)(

0

lim
)(

0

lim
222 xxxxf

x
xx

x
xxf

x









 

 
مف طرفي المعادلة نحصؿ عمى ا f(x)بطرح 

2)(2 xxx  وبالقسمة عمى . )( x نحصؿ عمى اxx 2 . 
)(وعندما تؤوؿ  x إلى الصفر، تكوف قيمة المشتقة 

 
x

dx

dy
2 
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')(وقد جرت العادة بأف يُرمز لممشتقة الأولى بػ ا xf  

)(وبعض الأحياف بػ 
dx

dy  أو)( xD. :وقد تُكتب بالصيغة 
xxf 2)('  
 الصيغة البسيطةبأو 
xf 2' 

خاصة أف المتغير الذي تـ اشتقاقو معروؼ مف 
بالنسبة   f(x)ا المشتقة الأولى لمدالة :وتُقرأالسياؽ. 

dxdy، أو ا (f prime of x ، أو xلػ ا تـ  . وسي/
 الكتاب. ما تبقى مفاستخداـ كؿ ىذه الأشكاؿ في 

 
سابؽ مف الفصؿ الأوؿ أنو يمكف  ذكرنا في شرحٍ 

عند نقطة ما بواسطة المشتقة،  ميؿ الدالةتعريؼ 
وبالتحديد، تُعطي قيمة المشتقة، عند نقطة ما، ميؿ 

 الدالة عند تمؾ النقطة.
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 (5.7شكؿ )
 مقاربة المشتقة بالخط القاطع

 

 
 ، أعلبه، يقطع الخط المُستقيـ 430في الشكؿ ا

عند النقطتيف االأزرؽ  منحنى الدالة االأحمر الغامؽ  
عممية التقاطع فراغاً  تجتأنقد  . و x+a  و اxا

اشكؿ  منحنى الدالةبسيطاً بيف الخط المُستقيـ و 
 العدسة المحدبة والمستوية .

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:35 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( الإشزوبم اُزلبظ٢ِ ٝرطج٤وبرٚ الاهزصبد٣خ5)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ               ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

368 

 

دعنا نتخيؿ بأف الخط المستقيـ االأحمر السميؾ  
يتحرؾ، تدريجياً، إلى اليميف. مما يعني بأف المسافة 

وعندما تنخفض   تنحسر تجدريجياً. aا  و xبيف ا
 – لكنيا لا تسوييا أبداً  –  x  وتقترب مف اaقيمة ا
بيف الخط المستقيـ  حصورةمساحة المنطقة الم تتقمص

الصفر  مف  aا كممااقتربت. و ومنحنى الدالة تدريجياً 
 مف نقطة تماسالخط المستقيـ  يقترب – ولا تساويو –

حصورة نطقة المممساحة ال قترب، وتمع منحنى الدالة
ما . وعندصفرمف ال يف الخط المستقيـ ومنحنى الدالةب

خط المستقيـ ميؿ ال   إلى الصفريصبحaتؤوؿ قيمة ا
 .عند نقطة التماس فقطمنحنىوياً لميؿ المسا
 

تحقؽ التماس بيف الخط المستقيـ  ، 431في الشكؿ ا
  جداً مف الصفر، aومنحنى الدالة عندما اقتربت ا
 . وعند تمؾ النقطة xوكأننا نرى أنيا انطبقت عمى ا
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فقط يتساوى ميؿ الخط المستقيـ مع ميؿ منحنى 
 الدالة.

 مشتقة الدالة عند النقطة التماس: (5.2شكؿ )
 بيف منحناىا والخط المستقيـ

 
 

أف بوفي سبيؿ تأكيد مفيوـ الميؿ نكرر البدىية الميمة 
ميؿ الخط المستقيـ ثابت عمى طولو ولا يتغير، في 
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. إلى أخرى ةٍ حيف أف ميؿ المنحنى يتغير مف حال
  .431ويتضح ىذا المفيوـ في الشكؿ ا

 ، حيث 432دعنا نُكرر المشيد مرة أخرى في الشكؿ ا
منحنى الدالة   الأزرؽ المتقطعايقطع الخط المستقيـ 

00عند الزوجيف المرتبيف ا , yxو ا  yx  . وفي ىذه ,
 في ميؿ الخط المستقيـ  mاالحاؿ يكوف معدؿ التغير 

x

y

xx

yy
m











0

0 
 
. وعندما التغير الأفقيمُقسماً عمى التغير العموديأي

 ،  تنخفض مساحة المنطقة الفارغةxتنخفض قيمة ا
ذا ما  المحصورة بيف الخط المستقيـ ومنحنى الدالة. وا 

  إلى الصفر فإف الخط المستقيـ يمس منحنى xآلت ا
الدالة عند نقطة واحدة فقط، وىناؾ يتساوى الميلبف، 

 وتكوف المشتقة متساوية لكمييما.
 (5.3شكؿ )
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بميؿ الخط    y = f(x)ا تقريب ميؿ منحنى الدالة
 المستقيـ

 

 

 
)(2الدالة المُربعة ا عف 430ا مثاؿالمف نتيجة  xxfy 

أعلبه تكوف قيمة المشتقة ، والمبينة 







 x

dx

dy
mxf 2)(' .

)2(عند أي نقطة ىو   mاأي أف ميؿ الدالة  x فإذا .
2)1(2 ، فإف ميؿ الدالة ىو اx= 1كانت  ا 

dx

dy وفي . 
yا ، يمس الخط المستقيـ 433الشكؿ ا

’
 = 2x  

y = f(x) = xاالدالة
  ولو 1,1عند الزوج المرتب ا  2
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 ، فإف ميؿ الدالة يساوي صفراً،وىي x= 0كانت ا
نقطة الأصؿ، أي أف الميؿ يتغير مف نقطة إلى 

 لبدىية التي تـ تأكيدىا سابقاً. أخرى، وىي ا
ميؿ الخط المستقيـ لتوضيح معنى ذلؾ، دعنا نعرّؼ 

  عمى yبأنو ما ينتج مف قسمة التغير العمودي ا
 . وىذه 433  المبيف في الشكؿ اxالتغير الأفقي ا

القيمة ثابتة عمى طوؿ الخط المستقيـ، لكنيا غير 
ثابتة، وتتغير عمى طوؿ المنحنى الممثؿ لمدالة ا

2)( xxfy  أما عند نقطة التماس بيف الخط المستقيـ . 
)2'( xy  2و المنحنى ا)( xxfy  .فإف الميميف يتساوياف ، 

وليذا السبب نقوؿ أف المشتقة الأولى لمدالة متساوية 
 مع ميؿ الخط المستقيـ الذي يمس المنحنى.

 
 (1,1عند النقطة ) مشتقة الدالة :(5.4شكؿ )

 وتماس المنحنى مع الخط المُستقيـ 
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 :المشتقة بالأرقاـ(5.2مثاؿ )
 
مختمفة   الذي يحتوي قيما ً 430نتأمؿ بالجدوؿ ال

مف قيـ . وحصمنا x = 30 ، تبدأ مف اxلممتغير ا
xyامعدؿ التغير   و y  و اxا التغيرعمى  xا  /  ،

)(2محسوبة مف ا وكميا xxfy   و اxx 2 . 
 

المشتقة اأي ميؿ المنحنى ، عند النقطة  يمكننا حساب
لى الصفر   تؤولإxا فنرى مف الجدولبأف . x = 10ا

لكنيا لا تساوي صفراً  ، 10 إلى اxعندما تؤوؿ ا
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  مف الصفر. x  مع اقتراب ا2 تؤولإلى اy. وأفاأبداً 
xyأما حاصؿ القسمة ا   ، وىو معدؿ التغير في /

 . مما يعني 20الدالة، فإنو يقترب مف قيمة النياية ا
  .  2x = 20  ىو اx = 10أف ميؿ المنحنى عند ا

 

 (1.1خذوي )

)(2ٔهبَخ  اٌذاٌخ ) xxf ِٓ والزشاثهب )xx2 

 

xy  / 

 

2)(2)( xxxxfy  x x 

- - - 11 

50 500 10 11 

35 175 1 11 

28 56 2 11 

24 48 1 11 

21.5 10.75 .5 10.5 

21.3 2.13 .1 10.4 

... ... ... ... 
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ُِؾزمخ 1.1ِثبي ) .1  ثبلأسلبَ:اٌذاٌخ اٌزشثُؼُخ ( 

 وجود الدالةلنفترض 
53 2  xxy 

يمكننا حساب معدؿ التغير في الدالة حوؿ القيمة 
  x=20بدأنا مف ا . فن431ا  ، كما في الجدوؿx=2ا

  xا   كافx=2 . وخلبؿ اليبوط نحو اx=0.5نحو ا
معدؿ يقترب ، و36مف ا قتربي  y  و ا3مف ا قتربي

xyا التغير  نستطيع تصور ىذه و  .11  مف ا/
  .434الحركات كما في الشكؿ ا
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 (5.2جدوؿ )
20 x y xy  / 

10 10 590 59 

5 5 160 32 

2 3 36 12 

1 1 5 5 

0.5 0.5 0.25 0.5 

 (5.5شكؿ )

 
)/(11  يكوف معدؿ التغير ا0xلو تخيمنا أف ا  xy.  

 

 :بالأرقاـ ةيبيكعتمشتقة الدالة ال(5.4مثاؿ )
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32)( xxxfy  
 

32222

3

)()(2)()()(2)(2

)()(2)(

xxxxxxxxxxy

xxxxyy



 
 ، تكوفولا تساويو  مف الصفر، xوعندما تقترب ا

 
232

)()(

0

lim
x

x

xfxxf

xdx

dy















 

 
  فإف ميؿ الدالة عند ىذه النقطة x = 2فإذا كانت ا

32)2(14ىو ا 2 
dx

dy ومف أجؿ توضيح عممية اقتراب . 
 ، دعنا نشكؿ الجدوؿ x=2الدالة مف نيايتيا عند ا

و   430ا يفالتي شكمنا فييا الجدول  بالطريقة 432ا
 . 431ا
 

 خذوي )(
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)(32ٔهبَخ اٌذاٌخ xxxfy  

 

xy  / 
 

y x x 

- - - 10 

30 60 2 8 

21 21 1 7 

30 60 2 5 

30 60 2 3 

17.25 8.625 .5 2.5 

15.24 3.048 .2 2.3 

... ... ... ... 

 
xyنلبحظ أف حاصؿ القسمة ا   ، اأي معدؿ التغير /

  كمما انخفضت 03في الدالة ، يقترب مف القيمة ا
  .xقيمة ا
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C. ( المشتقة بواسطة النهاٌة5.5مثال): 

 
 لنفترض  أف لدينا الدالة

xxxfy 32)( 2  
 ىي مشتقة الدالة بواسطة النياية؟ما

xxxxxx

xxxxxxf





33)(2(2

)(3)(2)(

22

2

 
   إلى الصفر فإفxوعندما تؤوؿ ا

34
3)(24)()(

0

lim 2




















 x

x

xxxx

x

xfxxf

xdx

dy
 

 

حيث أف ميؿ المنحنى يتغير مع التغير الذي يطرأ و 
تيبط وتصعد مع الإنحناءات الميؿ عميو، فإف قيمو 

يبيف  ، الذي 5.6الشكؿ االتي تحدث، كما في 
 المعنى اليندسي لممشتقة.

 

 (5.6شكؿ )
xxxfyِؼًٕ اٌّؾزمخ ٌلالزشاْ  32)( 2  
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D. (5.2قوانٌن ومبادئ الاشتقاق )17: 

 
E. :اشتقاق الثابت 

 
  عدد حقيقي ثابت، a، حيث ا])ax)=f[إذا كانت 

]المشتقة الأولى  فإف 0)(' xf أي أف مشتقة الثابت ، [
وىذه نتيجة طبيعية، لأف الثابت لا  صفراً.تساوي 
 يتغير.

 
                                                 

   الذي يحتوي مشتقات الدواؿ المألوفة لطمبة الاقتصاد والعموـ الإدارية.2.2راجع ممحؽ ا - 17
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F.  :قانون القوة 

 
]إذا كانت  nxxfy  )( عدد حقيقي ثابت،   nحيث ا، [

 ىي فإف المشتقة الأولى
 
])('[ 1 nnx

dx

dy
f 

 أما المشتقة الثانية فيي
])1("[ 2 nxnnf 
 

G. ( الدالة الخطٌة:5.6مثال ) 

 
]لنفترض أف  axxf )( فإف  عدد حقيقي ثابت، aا ، حيث[

]',''0[المشتقتيف، الأولى والثانية ىما عمى التوالي   faf. 

 :الدالة الخطية( 5.7مثاؿ )
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 لدالةا
15)('

2015)(





xf

xxfy 
 قانوف المتغير المرفوع لقوة ومضروب بثابت: -ج
 

naxxfإذا كانت ا )( ، ا حيثa,n   أي عدديف حقيقييف
 ثابتيف. فإف

1)(  nxna
dx

dy 
 :الدالة مشتقة(5.8مثاؿ )

 
 الدالة

25)( xxf  
 
 

 فإف 
xxf 10)('  
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10)('' xf 
H. ( 5.9مثال )الدالةمشتقة: 

 الدالة

490)(''

1445)('

5215)(

2

23







xxf

xxxf

xxxxfy

 

 لبٔىْ اٌعشة: -د .1

 
]).()[(إذا كانت  xgxfy  حيث ،g(x) ٝf(x)  دالتاف قابمتاف

 للبشتقاؽ، فإف
 
)().(')(').( xgxfxgxf

dx

dy
  

I. ( 5.71مثال )المشتقة: 

 
)3)(5()()(إذا كانت ا 32 xgxfxxxy فإف ،  
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1510125

23101539

)23)(5()3)(3(

34

4343

322







xxx

xxxxx

xxxxx
dx

dy

 
 

 لبٔىْ اٌىغش: -ـه .1

 
)(/)() إذا كانت xgxfy   ،)فإف 

 
 2)(

)(')()(')(

xg

xgxfxfxg

dx

dy 
 

J. ( 5.77مثال)الكسر مشتقة: 

 
إذا كانت ا

3

2 2x
y فإف ا  xx

dx

dy
)3/4())(2)(

3

2
(  أو حسب ، 

 قانوف الكسر
 

x
x

xx

dx

dy

3

4

9

12

9

)0)((2)4)(3( 2




 
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K. ( 5.72مثال )مشتقة الكسر: 

 
 إذا كانت

32

52
)(

2






x

x
xfy 
 فإف 

2

2

2

2

)32(

10124

)32(

)52(2)4)(32(
)('











x

xx

x

xxx
xf 

 
 :الموغقانوف  -و
 

]log),(0[إذا كانت   xxfy aفإف ا ،
)(

)('

xf

xf

dx

dy
.  

L. ( 5.73مثال)اللوغ مشتقة: 

 
)2log(إذا كانت ا 2  xy ،  باستخداـ قانوني الضرب

 فإفالموغو 
ا

)2(

2
2 


x

x

dx

dy.  
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M. ( 5.14مثال) اللوغمشتقة دالة: 

 
 لنفترض أف لدينا الدالة التالية:

 
222 )]log(2[)][log()( xxxg  
)log(

4
)(' x

x
xg 








 

N. )( اللوغمشتقة دالة مثال: 

 
 لنفترض أف لدينا الدالة التالية:

)24log()( 2  xxxf 
 إذف

24

22
)('

)24log(
2

1
)log(2

)24log()log()24log()( 2

1

22








xx
xf

xx

xxxxxf
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O. ( 5.75مثال )الدالةمشتقة: 

 الدالة

2

2

1

3
3)('

3
3

)(

x
xxf

x
x

xfy








 

P. ( 5.76مثال )الدالةمشتقة: 

 الدالة

x
xxf

xxxxf

xxfy

3
6

2

1
)(''

664
2

3
)('

4)(

2

1

2

1

2

1

2

3

























 

 
 
 ( مرفوع لمتغير:eقانوف ) -ز
 

])([إذا كانت  xexf  فإف ،])([ln xxf  وبأخذ المشتقة .
 الأولى نحصؿ عمى

1
)(

)('


xf

xf 
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)()(' xfxf  
xوبالتالي، فإف                           

x

e
dx

ed


)( 
 

 ( مرفوع لدالة:eقانوف ) -ح
 

][إذا كانت ا )(xfey فإف ا ، ])('[ )(xfexf
dx

dy
.  

 
Q. ( 5.77مثال )المشتقة: 

 
][لنفترض أف

22xey  4[فإف[
22xxe

dx

dy
 

R. ( 5.78مثال )الدالةمشتقة: 

 التكاليؼ دالة

QQ

QQ

QQ

eQ

eQQf

eQf

01.0002.0

01.0002.0

01.0002.0

2

2

2

)01.0004.0(

]01.0)002.0)(2[()('

)(












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S. (5.3 )المرونات(Elasticities:) 

، النظرية الاقتصادية تُعتبرُ المرونة مف أىـ مفاىيـ
بشكؿٍ عاـ، والنظرية الجزئية بشكؿٍ خاص. وتنبع 

أىميتيا مف اتساع تطبيؽ مفيوميا. وخاصة في مجاؿ 
 الطمب والعرض وتكاليؼ الإنتاج.

ة مدى استجابؼ بأنيا عرّ تُ  :dامرونة الطمب السعرية
غير في السعر. مف سمعة ما لمتالكمية المطموبة 

 وتُعرؼ رياضياً كما يمي:

d

d

D

D
d

Q

P

PP

QQ

P

Q












12

12

%

%
 

تُعرّؼ بأنيا مدى  : Sا مرونة العرض السعرية
لمتغير في السعر. وتُعرؼ الكمية المعروضة استجابة 

 رياضياً كما يمي:
d

S

S

S

S
Q

P

PP

QQ

P

Q












12

12

%

%
 
) المرونة التقاطعية

YXP:) ُاستجابة ؼ بأنيا مدى عرّ ت
 ، مثلًب، لمتغير في سعر Xعمى السمعة االطمب 
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  سمعة متممة في Y ، مثلًب، حيث اYالسمعة ا
الاستيلبؾ أو بديمة في الاستيلبؾ. وتُعرّؼ رياضياً 

 كما يمي: 

X

Y

YY

XX

Y

X
XPY

Q

P

PP

QQ

P

Q












12

12

%

%
 

  :IXابالنسبة لمدخؿ( Xعمى السمعة )مرونة الطمب 
 ، Xتُعرّؼ بأنيا مدى استجابة الطمب عمى السمعة ا

  . وتُعرّؼ رياضياً كما يمي:Iمثلًب، لمتغير في الدخؿ ا

X

XXX
IX

Q

I

II

QQ

I

Q












12

12

%

%
 

تُعرؼ بأنيا (: CTQ)مرونة التكاليؼ بالنسبة للإنتاج
مدى استجابة التكاليؼ لمتغير في كمية الإنتاج. 

 يمي:وتُعرؼ رياضياً كما 

C

TQ

TQTQ

CC

TQ

C
CTQ 











12

12

%

%
 

  لكمية TQ  لتكاليؼ الإنتاج، واCحيث ترمز ا
 الإنتاج.
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T. ( 5.79مثال )مرونة الطلب السعرٌة(Price 
Elasticity of Demand): 

 عمى سمعة ما معطى بالدالة أف الطمببلنفترض 
 التالية: البسيطة

PQ 345 
السمعة.    سعرP  الكمية المطموبة واQحيث  ا

 كما يمي: تُحسب مرونة الطمب السعرية
 
Q

P

dP

dQ

PdP

QdQ

P

Q
d 






/

/

%

%
 

 
  %Q  لمرونة الطمب السعرية، واdترمز احيث 

  لمتغير %Pلمتغير المئوي في الكمية المطموبة، وا
 ،مثلبً  ، P = 10المئوي في سعر السمعة. وعند ا

 تكوف
 

Q(10) = 45 – 3(10) = 15 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:36 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( الإشزوبم اُزلبظ٢ِ ٝرطج٤وبرٚ الاهزصبد٣خ5)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ               ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

392 

 

 
]3)15/10(2[قيمة المرونة  تكوفو   ، أف بوىذا يعني

 =Pاعند   relatively elasticامرف نسبياً الطمب 

 ولو افترضنا أف دالة الطمب ىي.  10
2280 PQ  

])3(280)3(62[  تكوف P = 3وعند ا 2 Q. ىذه  ومف
 الطمب السعرية مرونةتكوف  النتيجة

4)3)(62/3(.58ا d غير مرف  ، مما يعني أف الطمب
 . P= 3اعند نسبياً 

 

U. ( مرونة الطلب السعرٌة:5.21مثال ) 

لنفترض بأف الطمب عمى حمويات الشوكولاتة معطى 
 بالدالة التالية:

400402  PPQ 
   ؟P = 10عند ا ماىي مرونة الطمب السعرية
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Q

P

dP

dQ

PdP

QdQ

P

Q
d 






/

/

%

%
 

22
100

10
20

100400)10(40)10()10(

2040)10(2402)('

2







d

Q

P
dP

dQ
PQ



 

مما يعني بأف الطمب عمى ىذه السمعة مرف نسبياً. 
إلى  % ، مثلًب، في سعرىا01وتؤدي زيادة نسبتيا ا

 = x 10 2انخفاض في الكميات المطموبة بنسبة ا

20%.  

V. ( 5.27مثال ) مرونة الطلب السعرٌة المتؽٌرة
(Variable Price Elasticity of Demand:) 

 معطى بالدالة التفاحلنفترض بأف الطمب عمى 
P

D eQ 03.04700  
 (5.7شكؿ )
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، عمى طوؿ يمكننا حساب مرونة الطمب السعرية
بواسطة المشتقة كما   ،436المنحنى كما في الشكؿ ا

 يمي:
 

P

e
e

P

Q

P

dP

dQ P

D

D
d

03.0

)03.0(4700
4700

03.0

03.0



 




 

تبيف النتيجة بأف قيمة المرونة مرتبطة بالسعر، وحيث 
السعر متغير، فإف قيمة المرونة متغيرة، وتتغير أف 

 كمما تغير سعر السمعة.
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W. ( 5.22مثال )الناتج الحدي قٌمة
  Marginal Revenue Product)ةللعمال

(MRP):) 

ٌٕفزشض ثأْ داٌخ الإٔزبج ٌّٕؾأح ِب رؼزّذ ػًٍ حدُ 

اٌؼّبٌخ، فمػ، وهٍ ِٓ اٌؾىً اٌزبٌٍ
18
: 

20

200

2

2




L

L
Q 

 = L( عند )MPLالحدي لمعمالة ) ماىو الناتج

 ،(MRP) (، وما ىي قيمة الناتج الحدي لمعمالة10
الطمب عمى سمعة المنشأة معطى تدالة إذا كان

 بالصيغة:
10

1000




Q
P 

( لسعر بيع الوحجة الواحدة مف Pحيث ترمز )
 ( لكمية الإنتاج.Q)والسمعة، 

ة زايدت( صورة دالة الإنتاج، المُ 5.8يوضح الشكؿ )
 مع كمية العمالة.

  5.8شكؿ ا
                                                 

   ثابت.capital inputا مُدخؿ رأس الماؿ الحقيقينفترض بأف  -18
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مف المشتقة الأولى لكمية الإنتاج  (MPL)ينتج

 :(L =10، ونقيّميا عند )بالنسبة لحجـ العمالة

00.21314515.1521484.365
)120(

)1000(200

120

)10(400
)10('

)20(

200

20

400

20)20(

200

20

20400

)20(

)2()20)(2/1)(200(20)400(
'

2/3

2/32

3

2

22

3

2

2

22

2/1222
























Q

L

L

L

L

LL

L

L

LL

L

LLLLL

dL

dQ
QMPL

 

 
أما صورة الناتج الحدي لمعمالة مع صورة متوسط 

 average product of  labor) إنتاج العمالة
(APL)) (، 5.9الشكؿ )، ميما مُبينتاف في

 فيصعداف مع بعضيما وييبطاف مع بعضيما.
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  5.9شكؿ ا

 
لى إكمية الإنتاج بالمراحؿ المعتادة، مف الصفر  تمر

عمى دالة . وبناءاً (5.4، كما في الجدوؿ )الأعمى
 كما يمي: السمعةتيبط أسعار  الطمب المبينة أعله

 
 

  5.4جدوؿ ا
كمية 

الأنتاج 
(Q) 

سعر بيع 
 (Pالسمعة )

MRP = P 

xMPL 

0 100 19363.64 
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1 90.90909 17750 

2 83.33333 16384.62 

3 76.92308 15214.29 

4 71.42857 14200 

5 66.66667 13312.5 

6 62.5 12529.41 

7 58.82353 11833.33 

8 55.55556 11210.53 

9 52.63158 10650 

( يوضح الصورة البيانية لمنحنى 5.12والشكؿ )
قيمة الناتج الحدي منحنى و مب عمى السمعة الط

 (.Marginal Revenue Product) لمعمالة
  5.10شكؿ ا
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خسارة الوزف الميت احتكار الشراء و  5.23امثاؿ 
(Monopsony&Dead Weight Loss): 

منظومة المعادلات الآنية التالية الطمب والعرض  تمثؿ
 في سوؽ القمح:

 
QPS

QPD

610

80



 
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  لمعادلة S  لمعادلة الطمب، واDتترمز احيث 
 العرض.

 عند التوازف يكوف:

10
7

70

770

61080

* 





Q

Q

QQ

 
  في معادلة الطمب أو العرض *Qبتعويض قيمة ا
 نحصؿ عمى

7010610

701080*



P

 
  متسقة في طرفي P* = 70أي أف قيمة السعرا

ظومة عمى الطمب والعرض. ويمكننا تمثيؿ ىذه المن
  .5.11افي الشكؿشكؿ صورة بيانية كما 

 : التوازف في السوؽ التنافسية(5.11شكؿ )
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، فقط. تنافسيةلسوؽ ه ىي النتيجة المبينة أعلب

يمكننا إجراء نفس الحسابات باستخداـ نفس و 
كما  monopsonistالسوؽ محتكر الشراءالمعادلات 

 يمي:
ىو   total expenditure(TE)االإنفاؽ الكمي

أف حاصؿ ضرب السعر ب ، مما يعني TE=P x Qا
  بػ معادلة العرض يعطي دالة الإنفاؽ الكمي، أي Pا
 أف

2610

)610(

QQ

QQQPTE





 
 الإنفاؽ الإضافيوتعطينا المشتقة الأولى ليذه الدالة 

)marginal expenditureا E ):  
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Q

dQ

dTE
E 1210  

الكمية التوازنية نساوي بيف الطمب لمحصوؿ عمى 
 والإنفاؽ الإضافي في سوؽ احتكار الشراء. أي أف

 

385.5
13

70

7013

121080

* 





Q

Q

QQ

 
 

وىي الكمية التي تعظـ أرباح محتكر الشراء. 
ولمحصوؿ عمى السعر الذي يفرضو محتكر الشراء 

عمى البائعيف نقوـ بتعويض الكمية في معادلة العرض 
 كمايمي:

 

31.42

385.5610

610





 QP
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وىذا السعر ىو أعمى سعر يعرضو المحتكر عمى 
البائعيف مقابؿ الكمية التي يرغب بيا. وعند مقارنة 
الكمية والسعر السائديف في سوؽ احتكار الشراء 

يما السائديف في سوؽ المنافسة التامة، نجد أف يبمثيم
 الفرؽ كبير. 

ار الشراء، تعويض الكمية التوازنية، لسوؽ احتكعند 
أف  ة الطمب نحصؿ عمى أعمى سعرٍ يقبؿفي معادل

يدفعو محتكر الشراء إلى البائعيف مقابؿ الحصوؿ عمى 
 آخر وحدة مف الكمية المشتراة، وىي كمايمي:

615.74385.580max P 
 (5.12شكؿ )
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محتكر  بناءاً عمى ىذه النتائج يكوف أقؿ سعر يقبؿ
أف يبيع بو القمح ىو نفسو أعمى سعر يقبؿ أف  الشراء

يدفعو لمحصوؿ عمى آخر وحدة مف القمح، وىذا 
  .74.615السعر ىو ا

إف خسارة الوزف الميت ىي مساحة المثمث المظمؿ 
 ، ومقداره كما يمي 5.12في الشكؿ ا بالموف الأزرؽ

543.75)385.510()31.42615.74(
2

1
 
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 وىي الكمية التي لـ يستفد منيا أحد.
 Maxima and)صغرىو النيايات، عظمى  5.4ا

Minima): 

بأنيا النقطة  ،أو العظمى لمدالة ،النيايةالصغرىتُعرّؼ
ميميا أو التي يصؿ عندىا معدؿ تغير الدالة )

 يتوقؼالنقطة التي أي صفر، ال( إلى مشتقتيا الأولى
 . التغير في الدالة عندىا

يمكننا حساب النياية، الصغرى أو العظمى، وما 
 ، لأية دالة critical valuesاالنقاط الحرجةيسمي 

بالاستعانة بالمشتقة، وذلؾ بالاستفادة مف حقيقة أف 
الدالة تصؿ إلى نيايتيا الصغرى أو العظمى إذا بمغت 

 صغرىقيمة الميؿ عند نقطة ما صفراً. وتكوف نياية 
)''0(إذا كانت fإذا  عظمى، وموجبة، عند نفس النقطة
)''0(كانت  f. 
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يُسمى الشرط الأوؿ لمحصوؿ عمى نياية ما، عظمى 
 first orderا شرط الرتبة الأولىكانت أو صغرى، 

condition ويُسمى شرط تحديد نوعيا، عظمى أو ، 
 second orderاشرط الرتبة الثانيصغرى، 

condition.  

 

 وبالتالي ،جبؿ قمة نحويصعد  أحدنادعنا نتخيؿ أف 
إلى  يصؿإلى الأعمى. وعند  تواتجاه حرك يكوف
 يصبح القمةتمؾ عند و  .عف الحركةيتوقؼ  ،القمة

انتقمت  قد توحركقيمة التغير في ، وتكوف ساكناً الجسـ 
أي أنو وصؿ إلى ،آلت إلى الصفرو  كمية موجبةمف 
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 المشتقة الأولى تكوف عند تمؾ النقطة،. و عظمىنياية 
اتجاه  ينعكسباليبوط صفر. فإذا أخذ محركة مساويةلمل

الحركة قد  تكوف قيمة التغير فينحو الأسفؿ، و الحركة 
وىو ، ةسالبكمية إلى االصفر  السكوفمف انتقمت

تنقطع و  يسكف القاعوعندما يصؿ إلى اتجاه اليبوط. 
نياية يكوف قد وصؿ إلى  نقطةال تمؾ .وفيحركتو
 .صغرى

 الدالة التالية: دعنا نفترض
 
4)( 2  xxxf 
 

 :شرط الرتبة الأوؿ
 نقوـ بحساب الميؿ ومساواتو بالصفر، لنحصؿ عمى

 
012)('  xxf 
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ي أف                                   أ
2

1
x 

 
مما يعني أف الدالة وصمت إلى نقطة حرجة، أو أنيا 
بمغت إحدى نيايتييا، صغرى أو عظمى، عند القيمة 

]
2

1
[ x. 

 :شرط الرتبة الثاني

، نقوـ باشتقاؽ الدالة مرة ثانية النياية لمتأكد مف نوع
")(02:لنحصؿ عمى xf  أي أنيا نياية صغرى عند
(الزوج المرتب 

4

1
4,

2

1
(  .ىذه   4302الشكؿ ا ويوضح

 النتيجة.
 
 
 

 (5.73شكؿ )
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بالنسبة تأتي النيايات، صغرى وعظمى عمى نوعيف:
 globalاصغرى كونية لمصغرى، إما أف تكوف

minimum صغرى  ، أي لا يوجد أقؿ منيا، أو
أف ىناؾ نيايات   ، أيlocal minimumامحمية

 أقؿ أو أكبر منيا.
 globalاعظمى كونيةوبالنسبة لمعظمى، فإنيا تكوف 

maximum عظمى  ، أي لا يوجد أعظـ منيا، أو
 ، أي أف ىناؾ نيايات local maximumامحمية
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  4303عظمى أو صغرى أعظـ منيا. والشكؿ ا
 يوضح ذلؾ.

 (5.74شكؿ )
 النيايات الكونية والمحمية

 
 

)(2354: اأف لدينا الدالةلنفرض  xxxf  نقوـ . 
باشتقاقيا مرة واحدة ومساواتيا بالصفر لنحصؿ عمى: 

')(065ا  xxf أي أف الدالة وصمت إلى نقطة حرجة . 
)6/5(أو إلى  نيايتيا عند القيمة  x . 
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")(06بأخذ المشتقة الثانية نحصؿ عمى ا xf . 
نياية عظمى  الدالة وصمت إلى نستنتجُ مف ذلؾ أف
  .4304. أنظر الشكؿ ا)0833.6,6/5(عند الزوج المرتب 

 
 (5.75شكؿ )

 
X. ( 5.24مثال )أقصى 

Y.  حدي للعمالة:ناتج 

 الناتج الحدي لمعمالة معطى بالدالة التالية:
133 2  LLMPL 
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إذا عممنا  ،الحدي لمعمالةماىي القيمة القصوى لمناتج 
 الإنتاج بالعشر، و بأف حجـ العمالة بالأؼ رجؿ/يوـ

 ؟ Q> 0  و اL> 0، وأف اآلاؼ وحدة
 :شرط الرتبة الأوؿ

75.11)5.0(3)5.0(3)5.0(

5.0
6

3

036
)(

2

*







L

L

MP

L

L
dL

MPd

 
 :شرط الرتبة الثاني

06
)(

2

2


dL

MPd L 
 Q = 1.75ا مما يعني بأف أعظـ ناتج حدي، ومقداره

x 10000=17500،  تتحقؽ عند اL = 500 كما ، 
  .4305في الشكؿ ا

 (5.76شكؿ )
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Z. ( النهاٌة العظمى لنمو الناتج المحلً 5.25مثال )

 :الإجمالً

 
 ، GDPدعنا نفترض أف الناتج المحمي الإجمالي، ا

لاقتصاد ما مُعطى بصيغة دالة زمنية مف الشكؿ ا
)30()( tttfGDP حيث ترمز ا ، t .لمزمف بالسنوات   
 

 (5.77شكؿ )
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  مع GDPنستطيع حساب النياية العظمى لنمو الػ ا
الزمف، وذلؾ بأخذ المشتقة الأولى: 

15

0230)('





t

t
dt

dGDP
tf 

'')(02وحيث أف ا tf فإف الدالة وصمت إلى نياية ، 
  . 15,225عظمى عند النقطة ا

  .4306أنظر الشكؿ ا

AA. ( 5.26مثال)متوسط التكالٌؾ الكلٌة: 

QQQTCلدينا دالة التكاليؼ الكمية: ا 180423 23  حيث ، 
  لمكمية المُنتَجَة. Q  لمتكاليؼ الكمية، و اTCترمز ا

متوسط التكاليؼ نحصؿ عمى دالة  (Q)بالقسمة عمى 
 (ATC)، (average total cost function)الكمية
 التالية:

180423 2  QQATC 
 بأخذ المشتقة الأولى ومساواتيا بالصفر، نحصؿ عمى:

7*

0426
)(





Q

Q
dQ

ATCd 
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  .4307الشكؿ اما يوضحو  وىو
 (5.78شكؿ )

 اقترانا متوسط التكاليؼ والتكاليؼ الحدية

 
 

  Q  بالنسبة لػ اATCوحيث أف المشتقة الثانية لػ ا
06ىي ا

)(
2

2


dQ

ATCd صؿ و  ، فإف متوسط التكاليؼ الكمية
، وىي (Q* = 7)إلى أدنى قيمة لو عند كمية الإنتاج 

 optimum)الكمية الفضمىما يُطمؽ عمييا 

quantity) ويكوف ،(ATC = 33) أما .
، فنحصؿ عمييا بأخذ (MC)التكاليؼ الحديةدالة
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المشتقة الأولى لدالة التكاليؼ الكمية بالنسبة لمكمية 
(Q) 

180849
)( 2  QQ

dQ

TCd
MC 

، نجد أف (MC)في  (Q = 7)وبالتعويض عف 
(MC = 33)  وىي نقطة التقاء منحنى التكاليؼ

الحدية مع النياية الصغرى لمتوسط التكاليؼ الكمية. 
ذا كانت المنشأة في  ، فإف أقؿ سوؽ تنافسية تامةوا 

  كي تتمكف المنشأة مف P = 33سعر ممكف ىو ا
نقطة البقاء في السوؽ، وىي الحالة المعروفة بػ 

 long – run shut)الأمد الطويؿ الإغلؽ في

down point) التقاء منحنى  () . ويبيف الشكؿ
السعر   االخط المستقيـ  مع منحنى التكاليؼ الحدية، 
ومف ىذه النقطة يمكننا الوصوؿ إلى بعض المعمومات 

المفيدة عف حاؿ المنشأة، كالإيرادات مثلًب، وىي 
(TR=33x7=231)ؿ ، وحيث أف المنشأة تابعة لييك
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السوؽ التنافسي التاـ، اكما افترضنا ، فإف الأرباح 
 الاقتصادية لممنشاة مساوية لمصفر.

 
BB. ( 5.27مثال )أعظم الإٌرادات: 

التي يتقاضاىا فندؽ الراحة   Pالنفترض بأف الأجرة 
  ديناراً، وأف الطاقة 50في عماف لميمة الواحدة ىي ا

سجلبت . وقد بينت   غرفة30الاستيعابية لمفندؽ ىي ا
الفندؽ بأف متوسط عدد الغرؼ المشغولة يومياً ىو 

   غرفة.18ا
استعانت إدارة الفندؽ بشركة استشارية لمعرفة الوسيمة 
التي تستطيع مف خلبليا إدارة الفندؽ زيادة متوسط 

عدد الغرؼ المشغولة، وتبيف لمشركة الاستشارية بأف 
ة نصؼ دينار لميمتخفيض أجرة الميمة الواحدة بمقدار 

الواحدة يؤدي إلى زيادة عدد الغرؼ المشغولة بمقدار 
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 عدؿ الأجرة الذي يجعؿ إيرادات . فما ىو م0.3ا
 الفندؽ أعظـ ما يمكف؟

  ترمز إلى عدد المرات التي يتـ فييا Xلنفترض بأف ا
تخفيض أجرة الغرفة الواحدة. وبناءاً عمى ذلؾ يكوف 

 معدؿ أجرة الغرفة:
XP

2

1
50  

   المؤجرةQويكوف عدد الغرؼ ا
XQ 3.018 

 الفندؽ  TRا وتكوف إيرادات

20
3.0

6

03.06

15.06900

)3.018)(5.050(

2











X

x
dX

dQ

XX

XX

QPTR
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وحيث أف المشتقة الثانية أقؿ مف الصفر، فإف دالة 
مما يعني بأف  الإيرادات وصمت إلى نياية عظمى.

 السعر الجديد يصبح:
40)20(5.050 P 

 المؤجرة:ويصبح عدد الغرؼ 
24)20(3.018  

 وىذا يعني:
 = x 18 50قبؿ التخفيض اكانت الإيرادات  بأف

   دينار.900

،وزيادة عدد الغرؼ  40بعد تخفيض السعر إلى او 
 = x 24 40أصبحت الإيرادات ا ، 24المشغولة إلى ا

960.  

 
 

 :التكاليؼ الحدية والأرباح( 5.28مثاؿ )
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 الكمية لنفترض بأف دالة التكاليؼ
8072.0)( 2  QQQTC 

 ؟ Q = 45لموحدة ا  MCاالتكاليؼ الحديةماىي 
إذا كاف سعر بيع الواحدة   اأقصى ربح  ووماى

  ؟P = 20الواحدة مف السمعة ا

  مف ATCا متوسط التكاليؼ الكميةنحصؿ عمى 
 :قسمة التكاليؼ الكمية عمى الكمية

Q
Q

Q

TC
ATC

80
72.0  

مف المشتقة   MCاالتكاليؼ الحديةنحصؿ عمى 
 :الأولى لدالة التكاليؼ الكمية

25)45(

74.0)45(





QMC

QQ
dQ

dTC
MC 

 :فيي  TRاالإيرادات الكميةأما 
Q

QPTR

20

 

 :الأرباحوتكوف 
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8072.020 2 



QQQ

TCTR 

نأخذ المشتقة الأولى  أعظـ الأرباحلمحصوؿ عمى 
 ونسوييا بالصفر، كما يمي:

5.32
4.0

13

074.020

* 



Q

Q
dQ

d

 

 
 وحيث أف

0)('
2

2

 xf
dQ

d  
عند انياية عظمىفإف دالة الأرباح وصمت إلى 

25.131,5.32*  Qو 4308 ، كما في الشكميف ا  
  .4311ا

 (5.79شكؿ )
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 (5.21شكؿ )

 
 costاالنياية الصغرى لمتكاليؼ ( 5.29مثاؿ )

minimization:  
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بأقؿ كمفة دعنا نفترض أننا نرغبُ بتعبيد طريؽٍ، 
 . (B)و  (A)بيف المدينتيف ، ممكنة

مف المحور  (0 ,5)عمى الإحداثية  (A)تقع المدينة 
لى اليميف مف نقطة التقاطع (X)الأفقي  ، وا 

 .(0 ,0)الإفتراضية
 

مف  (X, Y)عمى الإحداثية  (B)وتقع المدينة 
xyالمنحنى ا  مف المحور العمودي، كما في الشكؿ  

 . ونفترض أف وحدات القياس بالكيمو متر. 5.21ا
ماىي أقصر مسافة بيف المدينتيف؟ وما ىي الكمفة 

أف كمفة الكيمو متر بالكمية لتعبيد الطريؽ إذا عممنا 
 ألؼ دينار؟ (100)الواحد تبمغ 

 (5.27شكؿ )
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. وبناءاً عمى (D)دعنا نرمز لممسافة بيف المدينتيف بػ 
صيغة . ومف      (D)نحتاج إلى تقميؿ المسافة  ذلؾ

 تكوف المسافة بيف نقطتيف

 

yxx

yx

yyxxD




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2510

)0()5(

)()(

2

22

2

12

2

12

 

xyبالتعويض عف ا تكوف   

2

1

22

2

)259(259

2510





xxxx

xxxD 
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ونساوييا  (X)بالنسبة لػ  (D)نأخذ المشتقة الأولى لػ 
 بالصفر، لنحصؿ عمى

 

0)92()259(
2

1
2

1

2 


xxx
dx

dD 
 

أف تكوف صفراً  إلا إذا  (dD/dx)ولايمكف لمكمية 
 كانت

 

236.2)1213.2()5.4(

1213.25.4

5.4

092

22 







xD

xy

x

x

 

 

  كـ، 2.236أي أف أقصر مسافة بيف المدينتيف ىي ا
 وأف أقؿ كمفة ممكنة ىي

 
= 223.6(2.236 x 100,000) 

 ألؼ دينار.
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 :أعظـ الأرباح( 5.31مثاؿ )
لنفترض بأف كمفة تشغيؿ مصنع أحذية الأماف ىي 

  18  دينار شيرياً، يضاؼ إلييا ا1000ا
ديناراً لكؿ زوج أحذية يتـ إنتاجو. وقد قدر مالؾ 

  لزوج الأحذية يجب أف Pالمصنع بأف سعر البيع ا
 يكوف

2

1

4.060 QP  
  لمكمية المنتجة. وبناءاً عمى ذلؾ Qا حيث ترمز

   كما يمي:TRالإيرادات الكمية ا تكوف
QPQTR )( 

    كما يمي:TCوتكوف التكاليؼ الكمية ا
QQTC 181000)(  

   كما يمي:وتكوف دالة الأرباح ا
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4900

0)4.0)(
2

3
(42

10004.0421810004.060

)181000())(4.060(

2

3

2

3

2

1











Q

Q
dQ

d

QQQQQ

QQQ

TCTR





 

الكمية التي تعظـ الأرباح.   ىي Q = 4900أي أف ا
 وبناءاً عمى ىذه الكمية يكوف سعر البيع:

32)4900(4.060 P 
 ديناراً. ويكوف الربح:

676001000)4900(4.0)4900(42 2

3

 
 دينار.
 :الموغدالة الطمب و ( 5.37مثاؿ )

دالة ، في بعض الحالات، لمتعبير عف الموغيُستخدـ 
الطمب عمى سمعة معينة. وعمى سبيؿ المثاؿ تُكتب 

  double logا المزدوج الموغدالة الطمب بصيغة 
 كما يمي:
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PbaQ lnln  

  P  لمكمية المطموبة مف السمعة واQحيث ترمز ا
لسعرىا. وعند اشتقاؽ الدالة بالنسبة لمسعر، نحصؿ 

 عمى:

Q

P

dP

dQ

P

dP

Q

dQ
b

dP

P
b

Q

dQ















 

  يمثؿ مرونة bالسعر ا الموغمما يعني بأف معامؿ 
 .المزدوج الموغدالة الطمب السعرية في 

 لنفترض، عمى سبيؿ المثاؿ، بأف

85.0

log85.010log





Q

P

dP

dQ

PQ

d
 

 (5.22شكؿ )

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:36 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( الإشزوبم اُزلبظ٢ِ ٝرطج٤وبرٚ الاهزصبد٣خ5)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ               ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

429 

 

 
  لمرونة الطمب السعرية. وىذه المرونة dحيث ترمز ا

المرونة ثابتة عمى طوؿ منحنى الطمب، وتُسمى 
، كما في الشكؿ  constant elasticityا الثابتة

 طمب، ينطبؽ عمى الدواؿ. وما ينطبؽ عمى ال 5.22ا
 الأخرى، كالعرض والتكاليؼ والإنتاج.

 

CC. (5.5 )الدالة الضمنٌة(Implicit 

Function:) 

تعاممنا في الأجزاء السابقة مع الدواؿ الكتوبة بشكؿ 
حيث يكوف المتغير التابع إلى   ،explicitا صريح

 مثؿ يسار إشارة التساوي،
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)5ln(3)(

3

73
)(

25)(

2

23








xxly

x

x
xgy

xxxxfy

 

ولـ نتعامؿ مع دواؿ مف الشكؿ التالي، عمى سبيؿ 
، ويتواجداف في نفس ، حيث يختمط المتغيرافالمثاؿ
 :الطرؼ

2522  xy 
والسؤاؿ الذي قد . الدالة الضمنيةسمى ىذا الشكؿ يُ 

باؿ أي منا: بالنسبة لأي جزء مف الدالة يخطر عمى 
 يتـ الاشتقاؽ: السالب أـ الموجب؟

إف الإجابة عمى ىذا السؤاؿ الميـ يعتمد، مف الناحية 
التطبيقية في الاقتصاد، عمى منطقية الحؿ النيائي: 

أىو متسؽ مع الكميات التي نتعامؿ معيا في 
 المنطؽ الاقتصادي. وبمعنىو الاقتصاد، أـ أنو ينافي 

آخر: ىؿ يتـ التعامؿ مع أسعار أو كميات 
سالبة،مثلًب؟. فالمنطؽ الاقتصادي يفرض عمينا اف 
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لانتعامؿ مع كميات منافية لمعقؿ. ولو أردنا عمى 
 سبيؿ المثاؿ اشتقاؽ الدالة

2522  xy 
 فإننا نمضي بالمعالجة ليا كما يمي:

y

x
xx

dx

dy

xyxy

xy










)2()25(
2

1

)25(25

25

2

1

2

2

1

222

22

 

التعامؿ مع الدواؿ الضمنية بالشكؿ وحتى نتمكف مف 
 المطموب، نذكر فيما يمي القواعد العامة لاشتقاقيا:

dx

dy
yy

dx

d

dx

dy
yy

dx

d

dx

dy
y

dx

d

)3()(

)2()(

23

2







 

 وىكذا. وعمى سبيؿ المثاؿ دعنا نفترض وجود الدالة

00)3

204)10()2

3)1

010

324

23

243









dx

d

xxxx
dx

d

dx

dy
yy

dx

d

xxy

 

 يتـ تجميع المشتقات كما يمي:
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2

3

3232

3
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204302043

y

xx

dx

dy

xx
dx

dy
yxx

dx

dy
y




 

 وىو المطموب.
DD. ( 5.32مثال ) المشتقة الضمنٌة:الإنتاج ودالة 

 لدينا دالة الإنتاج التالية:

2

2

1

2

2

1

2222

22

100
)2()100(

2

1

)100(100100

100

L

L
LL

dL

dK

LLKLK
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










 

ىذه النتيجة بأف زيادة مُدخؿ الإنتاج مف رأس تقوؿ 
  يؤدي إلى انخفاض مدخؿ الإنتاج مف Kالماؿ ا
  بمقدار معدلو اLالعمالة ا

2100 L

L



.  
 

  :Differentialاحساب قيمة التفاضؿ(5.33مثاؿ )
تتطمب بعض التطبيقات التفاضمية حساب تقدير لقيمة 

التفاضؿ ا
x

y



عندما   ، وىي قيمة التغير في الدالة
 .تتغير قيمة المتغير المستقؿ بمقدار ضئيؿ
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ونستطيع حساب ىذه الكمية مف خلبؿ عممية 
 الاشتقاؽ مباشرة كما يمي:

 
 الدالة التالية:دعنا نفترض أف لدينا 

 
525 23  xxy 
 

 = Xأردنا معرفة التغير في الدالة عند قيمة حوؿ ا

  . وعند التعويض المباشر في الدالة نحصؿ عمى2
535)2(2)2(5)2( 23 y 

، نعوض ( x = 2.1) ، أي أف x.1دعنا نختار ا
 القيمة في الدالة مباشرة، فنحصؿ عمى

125.605)1.2(2)1.2(5)1.2( 23 y 
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 ، وىو الفرؽ في قيمة الدالة عند 125.7yوبالتالي فإف ا
(X = 2  )  و( X = 2.1 ). 

 نقوـ الآف باشتقاؽ الدالة مرة واحدة لنحصؿ عمى
 

dxxxdy

xx
dx

dy

)415(

415

2

2



 
 

 تكوف ( dx = .1) و  ( X = 2) وعند 
 
8.61)].2(4)2(15[ 2 dy 
 

 (dy)  و yبيف ا فيكوف الفرؽ
 
(7.125 – 6.8 = 0.325) 
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  وىي كبيرة نسبياً. x.1لأننا حسبنا قيمة الدالة عند ا
 ، مثلًب، فإف الفرؽ يتقمص إلى x.01ولو كانت ا

ذا آلت ا(03250.)  (dy)  إلى الصفر فإف x. وا 
  .yتنطبؽ عمى ا

EE. (5.6)المشتقة الجزئٌة(Partial Derivative:) 

تُستخدـ المشتقات الجزئية في الدواؿ ذات المتغيرات 
مى  . وعmulti-variable functionsالمُتعددة ا

 الدالة  سبيؿ المثاؿ
),( yxfz  

اشتقاقيا جزئياً يمكننا  . و y  و اxدالة في متغيريف، ا
رموز خاصة  تُستخدـبة لكؿ متغير عمى حده. و بالنس

  أو اxfبالاشتقاؽ مثؿ ا
x

f



لمُشتقة الجزئية اػ   ل
لمدالة بالنسبة لػ   first partial derivativeاالأولى

أو ا yf ، واxا
y

f



لمدالة  الأولىلمشتقة الجزئية اػ   ل
 secondاالمشتقة الجزئية الثانيةأما  .yبالنسبة لػ ا
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partial derivativeبالنسبة لػ ا  xو ا  y عمى  
التوالي، فيُرمز ليا بػ ا

2

2

x

f



و ا ، 
2

2

y

f



أو ا ، fxx  
وعند الاشتقاؽ  .y  بالنسبة لػ اfyy  و اxبالنسبة لػ ا

بالنسبة لمتغير مُعيف، يتـ معاممة بقية المتغيرات 
وكأنيا ثوابت عددية. كما أف الحصوؿ عمى المشتقات 
الجزئية الأعمى يشبو الاشتقاؽ الذي اتبعنا خطواتو في 

الدالة ذات المتغير الواحد. أما معنى اشتقاؽ الدالة 
فيتـ ذات المتغيرات المتعددة في اطار مفيوـ النياية، 

لنسبة لكؿ متغيرٍ عمى حده، بأخذ نياية الدالة با
مع صيغتو الرياضية مشابية لصيغة المتغير الواحد و 

يُعامؿ المتغير الذي لا و فارؽ وجود أكثر مف متغير، 
 ةتو وكأنو كمية ثابتة. وتأخذ صيغتتبدؿ قيم

 الشكؿ التالي لمدالة مف متغيريف:مشتقةال
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h

yxfhyxf

y

f
f

h

yxfyhxf

x

f
f

hy

hx

),(),(
lim

),(),(
lim

0

0

















 

FF.  الأولى والثانٌة ( المشتقة الجزئٌة5.34)مثال ،
 :للدالة متعددة المتؽٌرات

 الدالة
yxxyyxfz 332),(  
4292 yxy

x

f
f x 




 

23

2

2

4

2

2

33

36

18

122

yx
y

f
f

xy
x

f
f

yxx
y

f
f

yy

xx

y



















 

أ، ب  أدناه، في  4312ا يفدعنا نفحص الشكم
 محاولة لفيـ معنى المشتقة الجزئية، وما تفضي إليو.
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 متغيريفالدالة في : ( أ5.23شكؿ )
)321618(),( 2234  xyxxxyxfz 

 
 

لو افترضنا أننا نقؼ تحت قعر الدالة النتخيّؿ أنيا 
، تحت (X=0, Y=0)نكوف مقابؿ النقطة حيث  ، وادٍ 

، يميناً أو يساراً، (X)قعر الدالة. ولو سرنا باتجاه 
فإننا نلبحظ أف الصعود قد تسارع نحو النياية 

، فإف (Y)العظمى الكونية. أما إذا سرنا باتجاه 
 الإنحدار أو الصعود يكوف أقؿ ميلبناً.

 

 (Z)مقطع عرضي مف الدالة :( ب5.23شكؿ )
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  4312إف المقطع العرضي لمدالة، المبيف في الشكؿ ا

المستويات المتعددة لممنحنيات ب، أعلبه، يُظير 
المُكونة لجسـ الدالة االجبؿ . وكؿ واحدٍ مف ىذه 
المستويات يبيف بُعد النقاط أو قربيا مف نقطة 

الإنطلبؽ. وحيث أننا لا نستطيع السير إلا باتجاهٍ 
واحد، فإف معرفة معدؿ التغير في الدالة االمسير عمى 

رات وقياس سطح الجبؿ  لاتتـ إلا بتثبيت أحد المتغي
معدؿ التغير بالنسبة للآخر. وفي حاؿ الدالة اعلبه، 

 يكوف معدؿ التغير كما يمي:
 
)321618(),( 2234  xyxxxyxfz 
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yyf
y

z

xxxxf
x

z

2),0(

)163634()0,( 23











 

 
، مثلًب، يكوف معدؿ التغير (X=1, Y=2)عند النقطة 
 (X)بالنسبة لػ 

 
45)16)1(36)1)(3)1(4()0,1( 23  fz 

 (Y)وبالنسبة لػ 
 
4)2(2),(  yxfz 
 

GG. ( 5.35مثال )دالة المشتقات الجزئٌة لل
 :اتالمتعددةمتؽٌرذاتال

 
 دعنا نفترض أف لدينا دالة في متغيريف بالصيغة
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2323),( xyyxyxfz  
 

 (y)إذا تغير  (z)أردنا حساب معدؿ التغير في الدالة 
إلى  ةأو كلبىما معاً. نمجأ في ىذه الحال (x)أو 

تعُرّؼ المشتقة  . حيثالمشتقة الجزئيةاستخداـ 
),(الجزئية الأولى للبقتراف yxf بالنسبة لػ اxبأنيا   

236
),(

yxy
x

yxf
f x 




 

، مع (x)وقد تـ اشتقاؽ الدالة مرة واحدة بالنسبة لػ 
كمية عددية ثابتة. في حيف أف  (y)اعتبار أف 

   ىيyالمشتقة الجزئية الأولى بالنسبة لػ ا
 
xyyx

y

yxf
f y 29

),( 22 



 

 
   وكأنيا كمية عددية ثابتة. xحيث تعاممنا مع ا

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:36 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( الإشزوبم اُزلبظ٢ِ ٝرطج٤وبرٚ الاهزصبد٣خ5)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ               ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

442 

 

المشتقة الجزئية ما يُسمى نحصؿ عمى 
 ، باشتقاؽ cross partial derivativeاالتقاطعية

المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة لمتغير نسبة إلى 
بيف المشتقة الجزئية التقاطعيةوتعرّؼ مُتغير آخر. 
بأنيا المشتقة الجزئية لمدالة   yو ا  xالمتغيريف ا

)
),(

(
x

yxf



 بالنسبة لػ اy ويرمز ليا بالرمز ، )( xyf أو ،
(الجزئية لمدالة المشتقة

),(
(

y

yxf



 بالنسبة لػ اx ويرمز ليا  
)(بالرمز yxfوتحديداً تكوف . 

yxyf xy 218 2  
 و  
yxyf yx 218 2  

 أي أف
yxxy ff  
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 .صحيحٌ دائماً وىذا التساوي 
 

  x  أو اyأما المشتقة الجزئية الثانية لمدالة بالنسبة لػ ا
)(ويرمز ليما بالرمز yyf و)( xxf عمى التوالي فيي بالنسبة

  xلػ ا
 

36
)(

)),((
y

y

yxf
f xx 




 
  yوبالنسبة لػ ا

xyx
y

yxf
f yy 218

)(

)),(( 2 



 

HH. ( المشتقة الجزئٌة5.36مثال ): 

 
 لدينا الدالة

 
yzxzxyzyxzyxfw )5log(12)log(5)log(3),,( 2232  
 فإف
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5

24
)log(5)log(6

2

23














x

xyz
zyzyx

x

f

x

w
f x 

 
zxzxy

y

zx

y

f

y

w
f y )5log(12)log(10

3 2
32










 

yx
z

xy
zyx

z

f

z

w
f z )5log(12

5
)log(9 2

2
22 









 

 
II. ( المشتقة الجزئٌة5.37مثال): 

 
xyexyyxfلنفترض أف لدينا الدالة ا ),(.  

 فإف

yx

xyxy

xy

xy

y

xy

x

fexyef

xexf

yeyf







1 
JJ. ( 5.38مثال)مرونات 

KK. الطلب: 

مف العلبمة عمىالسيارات  السنوي الطمب بأفلنفترض 
 :مُعطى بالدالة التالية  Xا التجارية
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IPPQ FXX 75.0505.1000  
،   لمكمية المطموبة مف السياراتQXحيث ترمز ا

  لسعر لتر الوقود PF، وا  لسعر السيارةPXوا
 ذات العلبمة التجارية المستعمؿ في تشغيؿ السيارة

ولو افترضنا بأف    لمتوسط دخؿ المستيمؾ.Iا ، وXا
  دينار، و PF = 1.25  دينار، و اPX = 15000ا
الطمب السنوي عمى  سنوياً،فإفدينار،   I = 25000ا

 كما يمي:   يكوفXالسيارات ا

5.12187187505.6275001000

)25000(75.0)25.1(50)15000(5.01000



XQ

 

ية في حساب مرونات الجزئ يمكننا استخداـ المشتقة
 الطمب المختمفة، كما يمي:
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LL. :مرونة الطلب السعرٌة 

6154.0
5.12187

15000
5.0

5.0














PX

X

X

X

X

X

X
PX

P

Q

Q

P

P

Q





 

ذات العلبمة  السيارات يعني بأف الطمب عمى مما
. وعمى سبيؿ المثاؿ، لو نسبياً  غير مرف Xالتجارية ا

 ، مثلًب، %10قاـ البائع برفع سعر السيارة بنسبة ا
 لانخفضت الكمية المطموبة بنسبة 

 فقط. ، x 0.6154 = 6.154% 10ا
 :المرونة التقاطعية

  و Xتُعرّؼ مرونة الطمب التقاطعية بيف السمعتيف ا
   كما يمي:Fا

X

F

F

X
XF

Q

P

P

Q





 

لبعضيما بعضاً إذا كانت  متممتيفتكوف السمعتاف 
وتكوف السمعتاف  سالبة.إشارة المشتقة التقاطعية 
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بديمتيف عف بعضيما بعضاً إذا كانت إشارة المشتقة 
 . وفي ىذا المثاؿموجبةالتقاطعية 

050 




F

X

P

Q 
 متممتاف في الاستيلؾوبالتالي، فإف السمعتيف 

 . وتكوف complement in consumptionا
 المرونة التقاطعية بيف السمعتيف

00512.0
5.12187

25.1
50 XF 

 ، فإف الطمب %100ارتفع سعر الوقود بنسبة افمو 
   ينخفض بنسبة Xعمى السيارات ا

  100x 0.00512=0.512%ا
وىي ضئيمة جداً مقارنة مع حجـ الزيادة المفترضة في 

 سعر الوقود.
 

MM. :مرونة الطلب بالنسبة للدخل 

 تُعرؼ مرونة الطمب كما يمي:
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X

X
IX

Q

I

I

Q





 

، إذا كانت إشارة ممتازةعادية، أو تكوف السمعة 
، وتكوف السمعة موجبةشتقة الجزئية بالنسبة لمدخؿ الم

. وفي ىذا سالبةإذا كانت إشارة المُشتقة الحزئية  رديئة
 المثاؿ

075.0 




I

QX 
مما يعني بأف السيارات سمعة عادية بالنسبة 

لممستيمكيف، الموصوؼ طمبيـ عمى السيارات في دالة 
المبينة أعلبه. وتكوف مرونة الطمب بالنسبة الطمب 

 لمدخؿ كما يمي:
5385.1

5.12187

25000
75.0 IX 

تخبرنا ىذه النتيجة بأف الطمب عمى السيارات مف 
ذا ارتفع Xطراز ا   مرف نسبياً، بالنسبة لمدخؿ. وا 

 ، مثلًب، فإف الطمب عمى %10الدخؿ بنسبة ا
   تقريباً.%15السيارات يرتفع بنسبة ا
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NN. ( 5.39مثال )دالة إنتاج كوب- 
 (:Cobb-Douglas)دوؼلاس

 تأخذ دالة الإنتاج مف ىذا الطراز الشكؿ التالي:
 KALKLfQ  ),( 

  لمعامؿ يمثؿ A  لكمية الإنتاج، و اQحيث ترمز ا
 ، ورأس Lإنتاجية مدخلبت الإنتاج باستثناء العمالة ا

مرونة الإنتاج بالنسبة لحجـ   وتمثؿ ا  .Kالماؿ ا
  مرونة الإنتاج بالنسبة لحجـ لرأس االعمالة،  و

الماؿ. وكي نتمكف مف التعامؿ مع دالة الإنتاج، لابد 
لطرفي الدالة كما  الموغمف جعميا خطية، وذلؾ بأخذ 

 يمي:

KLA

KALQ

lnlnln

)ln(ln







 

 مف ىذه الدالة:يمكننا استخلبص بعض النتائج اليامة 
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1إذا كاف ا ة ورأس الماؿ بنسبة   فإف زيادة العمال
ؤدي إلى زيادة الإنتاج بأكثر مف تمؾ مئوية معينة ت

 العائد المتزايد عمى الحجـالنسبة. وتُسمى ىذه الحالة 
  .increasing returns to scaleا

1إذا كاف ا العمالة ورأس الماؿ بنسبة    فإف زيادة
تمؾ النسبة. ينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بنفس مئوية مع

 عمى الحجـ ثابتالعائد الوتُسمى ىذه الحالة 
  .constant returns to scaleا

1إذا كاف ا  فإف زيادة العمالة ورأس الماؿ بنسبة  
مف تمؾ  ينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بأقؿمئوية مع

عمى  العائد المتناقصالنسبة. وتُسمى ىذه الحالة 
أنظر   .decreasing returns to scaleا الحجـ

 الشكؿ ا .

 الموغة طبواس ماوحيث أف طرفي الدالة قد تـ تحويمي
كمية  الموغػ الطبيعي، فإف المشتقة الجزئية الأولى ل
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كمية العمالة تُعطي مرونة  الموغػ الإنتاج بالنسبة ل
 الإنتاج بالنسبة لمعمالة، كما يمي:

Q

L

L

Q

L

L

Q

Q

L

L

Q

Q

L

L

Q

Q











ln

ln

ln

lnlnlnlnln
 

كمية الإنتاج الموغػ وتُعطي المشتقة الجزئية الأولى ل
بالنسبة لرأس الماؿ مرونة الإنتاج بالنسبة لمُدخؿ رأس 

 الماؿ.

 لو كانت الدالة، عمى سبيؿ المثاؿ، مف الشكؿ التالي:
55.045.010 KLQ  

1لأف اوف ثابتاً، العائد عمى الحجـ يكفإف   . 
 ، 45.0وتكوف مرونة كمية الإنتاج بالنسبة لمعمالة ا

  .55.0ومرونة الإنتاج بالنسبة لرأس الماؿ ا
الماؿ يمكننا حساب متوسط الناتج لمعمالة أو رأس 

  لمحصوؿ عمى المتوسط Lبقسمة طرفي الدالة عمى ا
  لمحصوؿ عمى المتوسط لرأس Kلمعمالة، وعمى ا

 الماؿ:
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


















1

1

K

AL

K

KAL

K

Q
AP

L

AK

L

KAL

L

Q
AP

K

L 

 (5.24شكؿ )

 

  بأف المسافات التي تفصؿ بيف 4313يبيف الشكؿ ا
  لممنشأة iso-quantمنحنيات الكميات المتساوية ا

تتميز بالعائد الثابت عمى الحجـ، ثابتة، مما   التي 0ا
يعني بأف زيادة الإنتاج ثابتة مف زيادة مدخلبت 

الإنتاج. وتتناقص ىذه المسافات بيف منحنيات السواء 
التي تتميز بالعائد المتزايد عمى الحجـ.   1ا لممنشأة
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التي   2اوتتزايد المسافة بيف منحنيات السواء لممنشأة 
 بت إلى العائد المتناقص.تعدت العائد الثا

. وعمى سبيؿ ترتبط تكاليؼ الإنتاج بالعائد عمى الحجـ
لو كاف العائد عمى الحجـ متزايداً فإف المنشأة  المثاؿ

اأو الاقتصاد  تعمؿ عمى الجزء المتناقص مف متوسط 
 long-runالتكاليؼ الكمية في الأمد الطويؿ ا

average total cost(LRATC) وبالتالي فإف . 
مف مصمحة المنشأة أف تزيد كمية الإنتاج بمتوسط 

الحجـ تكاليؼ منخفض، حتى تصؿ إلى ما يُسمى 
 minimum efficientا الأقؿ والأكفأ

scale(MES).   وعند وصوؿ كمية الإنتاج إلى
  يكوف مف مصمحة المنشأة أف تبقى ىناؾ MESا

إلى ما أمكنيا ذلؾ، لأنيا تنتج السمعة بأقؿ متوسط 
كمفة ممكف. وىي في ىذه الحالة تتمتع بالعائد الثابت 
عمى الحجـ. أما إذا كاف العائد عمى الحجـ متناقصاً، 
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فإف مف مصمحة المنشأة أف تقمؿ مف كمية الإنتاج، 
في الأمد الطويؿ  لأف متوسط التكاليؼ الكمية

ويمكننا توضيح كؿ ذلؾ مف خمى الصورة  يتصاعد.
  .4314البيانية في الشكؿ ا

 (5.25شكؿ )

 
 
 :تعظيـ وتقميؿ الدواؿ ذات المتغيرات المتعددة )(

ىناؾ طرؽ عديدة يمكف إتباعيا مف أجؿ تعظيـ أو 
تقميؿ دالة في أكثر مف متغير. وأسيؿ ىذه الطرؽ 

تقضي بالحصوؿ عمى المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة 
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لكؿ متغير ومساواتيا بالصفر لمحصوؿ عمى القيـ 
الحرجة لمدالة، ثـ الحصوؿ عمى المشتقة الجزئية 

ة لتحديد الإشارة وتحديد ماىيير الثانية بالنسبة لكؿ متغ
عظمى أـ صغرى، أو خلبفو، وذلؾ استناداً  ،النياية

إلى إشارة المشتقة التقاطعية. ومف أجؿ توضيح ىذه 
الإجراءات دعنا نفترض أف لدينا الدالة  ),( yxf .

لمحصوؿ عمى النياية العظمى أو الصغرى اأو النقاط 
 ية:الحرجة  نتبع الخطوات التال

 
الحصوؿ عمى المشتقة الجزئية الأولى لمدالة  -أولا ً 

  ومساواتيما بالصفر، أي y واxبالنسبة لكؿ متغير: ا
]0[  yx ff لى القيـ الحرجة.وصولإلم 

الحصوؿ عمى المشتقة الجزئية الثانية بالنسبة  -ثانيا ً 
],[لكؿ متغير، أي  yyxx ff فإذا كانت 
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]0,[ yyxx ff 0[و)(.[ 2  xyyyxx fff فإف الدالة قد وصمت إلى ،
ذا كانت  نياية صغرى. وا 

,0ا  yyxx ff0 ، و ا)(. 2  xyyyxx fff فإف الدالة قد وصمت ، 
.)(0إلى نياية عظمى. وفي حاؿ أف ا 2  xyyyxx fff فإف  

الأولى تشير إلى  القيـ المحسوبة مف المشتقات الجزئية
 saddleاجنقطة سر طمؽ عميووصوؿ الدالة إلى ما يُ 

point عند تمؾ القيـ، أي أنيا ليست نياية عظمى  
  أدناه. وتعرؼ 4315كما في الشكؿ ا ،أو صغرى

 ، تتوقؼ stationaryانقطة ثابتةنقطة السرج بأنيا 
عندىا الدالة عف الحركة، لكنيا ليست نياية عظمى 

 أو صغرى.
 

منظور ثلثي لدالة في متغيريف : (5.26) شكؿ
 وصمت نقطة السرج
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نستطيع مف خلبؿ النظر أف نرى أف ىناؾ نقاطاً عمى 
الدالة أدنى مف نقطة السرج وأعمى منيا، وبالتالي فإف 

في مسار  النقطة لا تمثؿ إلا موضع انعطاؼ ىذه
 الدالة.

 
إذا لـ يتحقؽ أي مف ىذه الشروط المذكورة أعلبه فإف 
ذلؾ يعني أف المعمومات المتاحة ليست كافية لتحديد 

عف طرؽ أخرى  العاشرالنياية. وسنتحدث في الفصؿ 
 توصمنا إلى القيـ القصوى لمدالة.
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OO. ( 5.41مثال)نقطة السرج: 

 
)(3لنفترض أف لدينا الدالة ا xxf  اشتقاؽ الدالة  .عند

 ثلبث مرات نجد أف
 
6)(''',6)('',3)(' 2  xfxxfxxf 
 

'')0(0  نجد أف اx = 0وعند تقييـ المشتقات عند ا f  
''')0(6و ا f ولذلؾ فإف الدالة وصمت إلى نقطة سرج ، 

   أدناه .4316 . اأنظر الشكؿ اx = 0عند ا
 (5.27شكؿ )

 المُكعبةنقطة السرج لمدالة 
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PP. :مثال )( النهاٌة الصؽرى لدالة فً متؽٌرٌن 

 
yxyxyxf: لدينا الاقتراف 16824),( 22  
 ومنو نجد أف 

088  xf x 
 . fx=0ا   ىي القيمة التي تجعؿx=1وأف ا
 كما أف

0164  yf y 
  .fy = 0ا  ىي القيمة التي تجعؿy = - 4أي أف ا

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:36 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( الإشزوبم اُزلبظ٢ِ ٝرطج٤وبرٚ الاهزصبد٣خ5)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ               ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

460 

 

وكي يتـ تحديد نوع النياية، نقوـ باشتقاؽ الدالة مرة 
]04,08[ثانية بالنسبة لكؿ متغير فنحصؿ عمى   yyxx ff

. أي أف الدالة وصمت إلى نياية صغرى عند 
كما يوضح الشكؿ  ، y=- 4او (x=1) النقطتيف

 . 4317ا
yxyxyxfتقميؿ الدالة ): (5.28شكؿ ) 16824),( 22 ) 

 
 
نتعرض إلى طرؽ أخرى لمتعظيـ اتقميؿ ، سو 

 العاشر.والحصوؿ عمى القيـ القصوى في الفصؿ 
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QQ. ( دخل الفرد والزمن المبذول على 5.47مثال )
 :قراءة الصحؾ الٌومٌة

بتقدير   19في أحد الأبحاث العممية قاـ الباحث
 التالي: معممات دالة مف الشكؿ

 
2

43

2

21 iiiii yyEdEdT   
 

)(حيث ترمز  iT  لمزمف المبذوؿ عمى قراءة الصحؼ
  Ediا  بالدقيقة يومياً، وiالأردنية اليومية لمشخص ا
  لدخؿ Yi  بالسنوات، واiلممستوى التعميمي لمفرد ا

الفرد الشيري بالدينار. وقد حصؿ الباحث عمى 
 النتيجة التالية:

22 000000494.000935.00052.02506.03007.59 iiiii YYEdEdT 
 
نجد مف ىذا التقدير أف عدد الدقائؽ المبذولة عمى 
قراءة الصحافة اليومية يتناسب طردياً مع المستوى 

                                                 
 عبدالرزاؽ بني ىاني، جامعة اليرموؾ، بحث غير منشور. - 19
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التعميمي والدخؿ، ويتناسب عكسياً مع مربع المستوى 
التعميمي، ومربع الدخؿ. مما يعني أف زديادة الدخؿ 
تؤدي إلى زيادة الزمف المبذوؿ عمى القراءة، لكف إلى 

 حد معيف مف
. ومف أجؿ معرفة ىذا الحد نأخذ المشتقة الدخؿ

  Yiبالنسبة لمدخؿ ا (Ti)الجزئية الأولى لمزمف 
 ونساوييا بالصفر، لنحصؿ عمى

0)000000494(.2000935. 



i

i

i Y
Y

T 
 أي أف

946
000000988.

000935.
* iY 

أف الزمف المبذوؿ عمى القراءة يأخذ بمما يعني 
. 20  دينار شيرياً 946بالتراجع بعد مستوى الدخؿ ا

 يمكنؾ التأكد مف ىذه النتيجة ؟كيؼ 
 

                                                 
 .قد تكوف ىذه النتيجة صالحة فقط لمفترة الزمنية التي أجري فييا الدراسة - 20
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 (:Total Derivative)المشتقة الكمية(5.7)
 لنفترض أف لدينا الدواؿ التالية

),( vufw  
),(و                                        yxgu  
),(و                                        yxkv  

  u . أما اv  و اu  دالة في كؿ مف اwأف انلبحظ 
  عمى التوالي. y  و اx  فإنيما دالتاف في اvو ا

  و u  بالنسبة لػ اw)ولذلؾ فإف التغير في مشتقة 
  و x  يجب أف يتبع التغير الحاصؿ في كؿ مف اvا
 . وبالتالي v  و اu ، لأف ىذا التغير يؤثر في اyا

 كما يمي:فإف صيغة المشتقة الكمية تكوف 
 

dx

dv

v

w

dx

du

u

w

dx

dw









 

 وأف 
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dy

dv

v

w

dy

du

u

w

dy

dw









 

RR. ( المشتقة الكلٌة5.42مثال ): 

 

لنفترض أف                           
2

2

22

2

2

2

xyv

yxu

vuw







 

 
فإف                           

222

222

8)(16

)2(4)4(4..

vyuxyuv

yvuxyuv
dx

dv

v

w

dx

du

u

w

dx

dw












 

 و
vxyuxuv

dy

dw 222 168  
 

  x  بدلالة اvوا  uحيث يتـ التعويض عف قيـ ا
  .yوا
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SS. ( المشتقة الكلٌة5.43مثال ): 

 
),,(نفترض أف ا tyxfQ وأف .  

)(tgx  
)(tky  

   ىيt  الكمية بالنسبة لػ اQفإف مشتقة ا
 
t

Q

dt

dy

y

Q

dt

dx

x

Q

dt

dQ














 

 
TT. ( المشتقة الكلٌة5.44مثال ): 

 
tyxtyxfQنفترض أف                        323),,(  

 
)(22وأف                                      ttgx  
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ttkyو                                        
2

1
)(  

 
إذف                           

t

f

dt

dy

y

f

dt

dx

x

f

dt

dQ














 

2/1,4 
dt

dy
t

dt

dx 
 

)(بالتعويض في 
dt

dQ نحصؿ عمى 

322223

32223

3)2/9(24

3)2/1(9)4(6

yxtyxtxy

yxtyxttxy
dt

dQ




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XI.  اٌفصً اٌخبِظورّبسَٓ اعئٍخ 

 
 أوجد مشتقات الدواؿ التالية:

)5ln()(

)(

2

105
)(

23)(

2

2

2

23










xxh

exxk

x

x
xg

xxxxf

x
 

أوجد متوسط التكاليؼ الكمية والتكاليؼ الحدية مف 
 دالة التكاليؼ الكمية التالية:

QQTC 325 3  
 أوجد مرونات الطمب مف الدالة التالية:

IPPQ Sod 00025.2.15.025  
  لسعر Po  لمطمب عمى السمعة، واQdحيث ترمز ا

  I  لسعر السمعة الأخرى، و اPSالسمعة نفسيا، وا
 = PS  و اPo = 1  و اQd = 1وذلؾ عند ا ،لمدخؿ

 .  I = 5000 ، وا1
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سعر واحسب الزيادة في الكمية المطموبة إذا انخفض 
% . واحسب الزيادة االنقصاف  في 01السمعة بػ ا

% ، 4الطمب إذا ارتفع سعر السمعة الأخرى بنسبة ا
والزيادة في الطمب إذا ارتفع دخؿ المستيمؾ بنسبة 

 % .01ا
  التي تجعؿ الدالة التالية أقؿ ما يمكف Qماىي قيمة ا

 ؟
QQQ 20

2

1

3

1 23  
 

 –الة كوب حدد وناقش العائد عمى الحجـ مف د
 دوغلبس:

 

3.07.005.2 KLQ  
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 ممحؽ )(
عداد  ممخص لقوانيف الاشتقاؽ لدواؿ بمتغيرات وا 

 حقيقية
 

 اٌذاٌخ

 

 اٌّؾزمخ 

 

 ِلاحظبد 

 

 صبثذ   صلش 

x  1   
 

 
 

  
     

    
 

 

    
     

صبثذ      

 ٓزـ٤ش ٝ
 ٓزـ٤ش     

     
 

    
     

)(xf )(xf

a

)(a

axa

x1x

 x1 x
0x

xlog

x

1

xexe

x logx

0)( 

)(x

xx)log1( xx x 
)(x

 )(xf  )(.)(
1

xfxf 




)(log xf

)(

)(

xf

xf 

)(xfe)()( xfexf 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:36 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( الإشزوبم اُزلبظ٢ِ ٝرطج٤وبرٚ الاهزصبد٣خ5)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ               ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

470 

 

     

 اُذاُخ 

 

أُشزوخ  

اُغضئ٤خ 

الأ٠ُٝ 

 

أُشزوخ  

اُغضئ٤خ 

اُضب٤ٗخ 

 

 ٓلاؽظبد 

 صبثذ       
       

 صبثز٤ٖ
 صبثذ       

)(xf)(.log)( xfxf 

),( zxf

)/( xf )/( zf 

  zx  1



 zx  1




 zx
)(

   zx log
ba

a

zx

xa







1

ba

a

zx

zb







1

),( ba

bzxa

e bzaxa eax
1bzaxbe



)(a
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6 
 )الأمثمية( الحالة الفضمىنظرية 

 

Optimization Theory 
 

  :الحالة المثمىا ميةػالأمث( 6.7)
  باكتشاؼ نقاط النياية الصغرى أو optimum stateا  ضمىالفُ اثمىالحالة المُ تُعنى نظرية 

، مف خلبؿ الاكتشاؼ، بconstraintا قيدلػ  ىاالعظمى لمدالة إذا أخضعنا ػ   معيف. وعادة ما نقوـ
  حجـ maximizeا تعظيـ، و، كالتكاليؼ مثلبً غير المرغوب  حجـ المتغير minimizeا تقميؿ

 ، كالأرباح مثلًب.المرغوبالمتغير 
 (6.7شكؿ )
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 ف، الأكبر ىي النياية العظمىلنرى بأف ىناؾ نيايتيف عظيمتي  530دعنا نتأمؿ قميلًب في الشكؿ ا

ولموصوؿ إلى النياية الأعمى تركنا الدالة محكومة  المقيدة.غير المقيدة، والأقؿ ىي النياية العظمى 
بمسارىا الطبيعي، ولـ نضع أي قيودٍ عمييا. لكف الوصوؿ إلى النياية الأقؿ استوجب وضع القيد 

 اللبزـ عمى الدالة كي تصؿ إلى حدٍ أقصى، وىو النياية العظمى المقيدة.
في اكتشاؼ القيـ التي تجعؿ الدالة أعظـ ما ،في عممية البحث عف الحالة الفُضمى، ينصب اىتمامنا

عمى الحالة الفضمى دوف أف نضع  الحصوؿ يمكننايمكف بعد وضع القيد عمييا. وفي بعض الحالات 
أي قيدٍ عمى الدالة، لكف كثيراً مف الحالات تستوجب وضع قيدٍ اأو قيود  عمى الدالة، بسبب محدودية 

 موارد الاقتصادية المفروضة عمى جانبي الاستيلبؾ والإنتاج مف النشاط الاقتصادي المعتاد.ال
ىناؾ أكثر مف طريقة تؤدي إلى الوصوؿ إلى الحالة الفُضمى، منيا ما يتطمب قيداً معيناً عمى الدالة، 

طريقة وسنركز في ىذا الفصؿ عمى طريقتيف، ىما:  وأخرى لاتتطمب أي قيد عمى الدالة.
 . Lagrange methodا طريقة لاغرانج، و substitution methodالتعويضا
 

 
 

A. ( 6.7مثال )الحالة الفُضلى من عناصر الإنتاج: 
 لنفترض بأف دالة الإنتاج لمنشأة ما أخذت الشكؿ التالي:

LKQ 10 
وأف أسعار العمالة    لحجـ رأس الماؿ.K  لحجـ العمالة، و اL  لكمية الإنتاج، و اQحيث ترمز ا

 أي أف  .TC = 200 ، وأف موازنة المنشأة اPK = 2 ، ورأس الماؿ اPL = 4ا
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KL

KL

2

1
50

20024





 

 بالتعويض في دالة الإنتاج نحصؿ عمى

255.050,50

010500

5500)5.050(10 2







 KLK

K
dK

dQ

KKKKQ

 

 وحيث أف

05.0
2

2






K

Q 

 . ومف ىذه التوليفة مف L = 25, K = 50عند الزوج المرتب ا نياية عظمىفإف الدالة وصمت إلى 
 عنصري الإنتاج، تكوف

12500)50)(25(10 Q 
  .531يمكننا تمثيؿ ىذه الحالة كما في الشكؿ ا

 (6.2شكؿ )
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 :الناتج الحدي ومعدؿ الإحلؿ الفني لمدخلت الإنتاج(6.2مثاؿ )
 

لنفترض أف لدينا دالة الإنتاج  ا KALQ  حيث ترمز ، (Q) لكمية الإنتاج و(L   لمعمالة
 لرأس الماؿ.  (K)و

KLيُمكننا حساب الناتج الحدي لمعمالة ورأس الماؿ ا MPMP   Qا  بأخذ المشتقة الجزئية الأولى لػ ,
 بالنسبة لمعمالة ورأس الماؿ عمى التوالي:

 KAL
L

Q
MPL

1



 

 

1



  KAL

K

Q
MPK 

، بأنو  MRTS اmarginal rate of technical substitutionا،الإحلؿ الفنيمُعدؿ  يُعرّؼ
 مُعدؿ إحلبؿ أحد عناصر الإنتاج مكاف الآخر، مع بقاء كمية الإنتاج ثابتة. 

عادة ما ترغب الإدارة بإحلبؿ العمالة مكاف رأس الماؿ االآلات والمعدات ، أو العكس، وذلؾ مف و 
مف عناصر الإنتاج، مع جعؿ  (optimum combination)مىالتوليفة المثأجؿ الحصوؿ عمى 

. وفي ىذه الحالة يطرحُ الفنيوف 21كمية الإنتاج أعظـ ما يمكف، باستخداـ الموارد المحدودة لممنشأة
بقاء  ،(L)، مثلًب، عند زيادة (K)سؤالًا عف الكمية التي يجب تخفيضيا مف  ثابتة عند أعظـ  (Q)وا 

 مستوى ممكف. ويُعرّؼ ىذا المعدؿ رياضياً كما يمي:
 

L

K

KAL

KAL

MP

MP
MRTS

K

L

















1

1

 

 capital-laborانسػػبة رأس المػػاؿ إلػػى العمالػػةىػػو  أعػػلبه معػػدؿ الإحػػلبؿ الفنػػي لمدالػػة فأيُلبحػظ 

ratio   مضػػػروباً بنسػػػبة المعممتػػػيف)(  إلػػػى)( ،رأس المػػػاؿ  زيػػػادةوالإشػػػارة السػػػالبة تشػػػير إلػػػى أن
 ض معدؿ الإحلبؿ.اانخفتؤدي إلى الحقيقي 

 

                                                 
 تحاوؿ المنشأة إنتاج أعظـ كمية ممكنة مف السمعة، بأقؿ كمفة ممكنة. - 21
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بأنيػا مػدى اسػتجابة إحػلبؿ عناصػر الإنتػاج  (elasticity of substitution)مرونػة الإحػلؿتُعػرّؼ
 ىي)(، فإف المرونة (K)و (L)مكاف بعضيا البعض. فإذا كانت دالة الإنتاج معطاة بدلالة 
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)0(لسػػػعر رأس المػػػاؿ. فػػػإذا كانػػػت   rالمعػػػدؿ أجػػػور العمػػػاؿ و  wاحيػػػث ترمػػػز    فإنػػػو لا يمكػػػف
  complementامتممػػػػافإحػػػػلبؿ أحػػػػد العنصػػػػريف مكػػػػاف الآخػػػػر، ممػػػػا يعنػػػػي أف عنصػػػػري الإنتػػػػاج 

ذا كانػػت  )(لبعضػػيما الػػبعض. وا    ابػػديلففػػإف العنصػػريفsubstitute   عػػف بعضػػيما بشػػكؿ
 أعلبه، فإف المبينة Cobb-Douglasادوجلس –دالة إنتاج كوب تاـ. وفي حاؿ
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 ، إذف least costاأقؿ التكاليؼوىو الشرط الذي يحقؽ
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 مما يعني أف 

 1
)/)(/(

)/)(/(


rw

rw




 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:36 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 (Optimization( اُؾبُخ اُلع٠ِ )6)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ               ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

477 

 

، وذلؾ بصرؼ النظر عف درجة  unitaryاأحاديةدوجلبس -أي أف مرونة الإحلبؿ لدالة كوب
  نجد أف كمية الإنتاج تميؿ نحو الأعمى مع زيادة كمية العمالة 532تجانسيا. وبالنظر إلى الشكؿ ا

 ورأس الماؿ.

.3.5: لدالة الإنتاجمنظور ثلثي الأبعاد :(6.3شكؿ )
3 KLQ  

 
 

ذا أخذنا مقاطعاً عرضية مف أي جزءٍ مف المنظور ثلبثي الأبعاد لدالة كوب  دوجلبس، فإنيا  -وا 
 منحنيات الكميات المتكافئةىيىذه المنحنيات  ، و 533وؿ سالبة كما في الشكؿ اتُشكؿ منحنيات بمي

 .  isoquantا(المتساوية)
 

 دوجلس –لدالة كوب ( isoquant)  منحنى الكميات المتكافئة: (6.4شكؿ )
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دوغلبس  تستطيع  –إدارة عمميات الإنتاج التي تخضع لتقنية كوب أنبيترتب عمى ىذه النتيجة
 استبداؿ وحدة رأس الماؿ بوحدة واحدة مف العمالة، مع الإبقاء عمى كمية الإنتاج ثابتة.

 

 :دوغلس -إنتاج كوبدالة و ات أعظـ الإيراد( 6.3مثاؿ )
 لدينا دالة الإنتاج

5.0KLQ  
   كما يمي:K  و اLوأسعار عنصري الإنتاج ا

10,5  KL PP 

  TRبناءاً عمى ذلؾ تكوف الإيرادات الكمية او  .PQ = 15وسعر السمعة ىو ا

 
KLQPTR 15 

 ، أي أف TC = 300والتكاليؼ الكمية ا

300105  KLTC 
 وبالتالي، فإف
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أي أف توليفة العمالة ورأس الماؿ التي تجعؿ الإنتاج أعظـ ما يمكف، والأيرادات أعظـ ما يمكف ىي 
x 40 x 10 15وتكوف الإيرادات الكمية ا  .L = 40, K = 10ا

0.5
  ، وتكوف الأرباح1897.37= 

37.159730037.1897  TCTR 
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0وحيث أف ا . Q = 126.5وتكوف الكمية المنتجة ا
2

2






K

TR نياية  ، فإف الدالة وصمت إلى

 عند تمؾ التوليفة. عظمى
  .535و ا  534ا يفكما في الشكم يمكننا تمثيؿ ىذه الحالة عمى منحنى الإنتاج مباشرة
 (6.5شكؿ )

 
 (6.6شكؿ )
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تمكنا في المسألتيف السابقتيف أف نصؿ إلى الحالة الفضمى لمدالة بوجود قيد عمييا. وقد لجأنا إلى 
طريقة التعويض. وىذه الطريقة البسيطة قد لاتنجح في بعض الحالات التي تحتاج إلى مرونة أكثر. 

 وقد طور 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 Lagrange)لاغرانج اتمضاعف 6.2ا

Multipliers): 

في تعظيـ اتقميؿ  الدواؿ الرياضية طريقة لاغرانجتُعتبرُ 
مف أىـ الأدوات التحميمة في الاقتصاد الجزئي. 

في تعظيـ لاغرانج اتمضاعفستخدـ ما يُسمى تُ و 
  minimizationتقميؿ ا  أو maximizationا

 قيدالدواؿ متعددة المتغيرات، عند إخضاع الدالة لػ  
 .  constraintا

-1736ا(Joseph-Louis Lagrange)لويس لاغرانج-جوزيؼيعود الفضؿ إلى 
الفرنسي، في اكتشاؼ طريقة الوصوؿ إلى القيـ  –، الرياضي والفمكي الإيطالي  1813

ليونيارد الحرجة لمدالة ذات المتغيرات المتعددة. كاف طالباً في مرحمة الدكتوراة تحت إشراؼ 
سيموف و جوزيؼ فوريير، وأشرؼ عمى رسائؿ الدكتوراة لرياضييف عظماء مف أمثاؿ أويمر

 ىـ في تطوير نظرية الاحتماؿ ونظرية الأعداد.، وسابواسوف
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  أدناه كيؼ تخضع الدالة المراد 536يبيف الشكؿ ا
القيود كي نصؿ إلى اليدؼ تقميميا اتعظيميا  إلى 

 .المنشود
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الدالة مُتعددة المتغيراتبعد  الحالة المُثمى:  536شكؿ ا
 اخضاعيا لمقيود

 
شخصاً ما يريد الصعود إلى قمة جبؿ. لو  دعنا نتخيؿ

نظرنا إلى الجبؿ مف نقطة رأسية تقع أعمى مف قمتو 
لرأيناه يتألؼ مف مستويات امقاطع  أفقية، تشبو 

 . 537الدوائر، كما في الشكؿ ا

  537شكؿ ا
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بدأ يفعت ىذه المستويات ضاقت. وعندما كمما ارتو 

بمستويات مختمفة الإرتفاع  الصعود يمرالشخصب
 . والسؤاؿ البسيط الذي يمكننا طرحو: n…,1,2,3ا

ماىو أعمى مستوى يصؿ إليو ىذا الشخص إذا 
 وضعنا في طريقو قيوداً مف نوع ما؟
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  538شكؿ ا

 
الجواب عمى ىذا السؤاؿ بكؿ بساطة ىو أف أعمى 

يصؿ إلييا ىي التي تقع عمى المستوى الذي  نقطة
  نجد أف 536يمس القيد. وعند النظر إلى الشكؿ ا

  ب  و اأاالنقطتيف بيف  ، ىو الواقعالقيد الأوؿ، مثلبً 
  ويمتد إلى الشماؿ الشرقي xعمى المحور الأفقي ا

لقيد الثاني فيو الذي  . أما اyعمى المحور العمودي ا
يبدأ مف نقطة أعمى و ، اد  النقطتيف اج  وبيف  يقع
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 ، وينتيي عند yمف الصفر عمى المحور العمودي ا
  .xالمحور الأفقي اقريبة مف نقطة 

  فإننا نرغب بمعرفة النياية 538أما في الشكؿ ا
 ، ABالصغرى لمدالة، بحث لا تتعدى قيمتيا القيد ا

تخيؿ نفس الحاؿ نستطيع و  أي الخط الأحمر السميؾ.
مقموب، إذ لف يختمؼ المفيوـ أعلبه بشكؿ عكسي، أو 

إلا في ماىية العممية التي نقوـ بيا: أىي تعظيـ أـ 
  تـ قمب الجبؿ رأساً عمى 5301تقميؿ. وفي الشكؿ ا

عقب لتقريب الفكرة. في ىذه الحالة قد يحتاج 
 ، C ، أو اB ، مثلًب، أو اAالشخص أف يصعد إلى ا

ؿ إلى أو أية نقطة مف اختياره. وفي سبيمو لموصو 
النقطة المنشودة يصطدـ بأحد القيود الموضوعة 

أمامو، ويكوف أعمى مستوىً وصؿ إليو ىو عند نقطة 
 والمستوى الأفقي الذي وصؿ إليو. التماس بيف القيد 
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منظور ثلبثي الأبعاد لعممية تقميؿ :  5301شكؿ ا

 الدالةفي أكثر مف متغير

 
 مف أجؿ توضيح الفكرة بشكؿ أعمؽ، دعنا نأخذ

 ، مف مسار vertical sectionمقطعاً عمودياً ا
الشخص والقيود الموضوعة أمامو، نحو قمة الجبؿ 

(A .  
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  ثلبثة مستويات مع ثلبثة قيود 5300يوضح الشكؿ ا
افتراضية أماـ الشخص وىو يسير نحو قمة الجبؿ 

أي القيدا  ،لأوؿ . فإذا اصطدـ الشخص بالقيد اAا
أعمى مستوى ممكف، وىو فإنو يكوف قد وصؿ إلى ، 0

ذا افترضنا عدـ وجود القيد لأحمر الأوؿالمستوى ا . وا 
الأوؿ، فإف الشخص يتابع مسيره نحو القمة. ولو 

حالة كاف تخيمنا أف القيد الذي اصطدـ بو في ىذه ال
، فيكوف أعمى مستوى وصؿ إليو ىو  1القيد ا

كذا إلى أف يصؿ إلى ، وىالأحمر الثانيالمستوى 
 . قد تمت عممية التعظيـ كوفوت ،شودىدفو المن
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 ، لكف Aاليدؼ ىو الوصوؿ إلى ا:  5300شكؿ ا
  3 & ,2 ,1ا:المسار يصطدـ بالقيود

 

 
 

دعنا نُطبؽ ىذه الأفكار عمى أرض الواقع، ونفترض، 
أننا نريد معرفة أعظـ كمية إنتاج بعمى سبيؿ المثاؿ، 
KLQدوجلبس ا -ممكنة مف دالة كوب  إذا كاف ، 

تحمميا المنشأة، ىناؾ قيد عمى التكاليؼ الكمية التي ت
KPLPTCبالصيغة: ا وىذا القيد معطى KL  حيث ترمز ، 
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  لأسعار العمالة و PL  إلى التكاليؼ الكمية و اTCا
  لأسعار رأس الماؿ و PK  لكمية العمالة و  اLا
ا  ف  لكمية رأس الماؿ، حيث يوضح الشكلبKا

القيود،  بوجودأ، ب  المفيوـ بدوف قيود، ثـ   5301
 القيود. ىذه وماىية

الدالة تُسمى الدالة المراد تعظيميا اتقميميا  
 ، ويتـ تعظيميا اأو objective functionااليدؼ

 تقميميا  بعد إخضاعيا لمقيد.
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دوغلبس بدوف  –دالة إنتاج كوب :  أ5301شكؿ ا
 قيود

 
قابمة  عمى النحو الذي يجعميا ،كما يميترتيب الدالة و 

 لمتعظيـ اأو القميؿ  بوجود القيد:
)( TCKPLPKLQ KL   
 

. وبأخذ ضاعؼ لاغرانجما يُسمى لم )(حيث ترمز 
  وK  واLالمشتقات الجزئية الأولى لمدالة بالنسبة ا
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)(  ومساواتيا بالصفر، نحصؿ عمى ثلبث معادلات
),,(في ثلبثة متغيرات امجاىيؿ  ىي  KL. 

 إذف
01 



   
LPKL

L

Q 
01 



   
KPKL

K

Q 
0




TCKPLP

Q
KL


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أعظـ كمية انتاج دوف قيود ىي :   ب5301شكؿ ا
  Aا

KPLPTCلكف قيود التكاليؼ ا KL تخفض كمية الإنتاج   
 

 
 

  Lبحؿ المعادلات الثلبث آنياً، نحصؿ عمى قيـ ا
  التي تجعؿ كمية الإنتاج أعظـ ما يمكف، Kوا
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  قيد التكاليؼ المبيف أعلبه. عمماً بأف اخضوعاً ل
 تمثؿ التكاليؼ الحدية للئنتاج.
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B. ( الكمٌة القصوى من الإنتاج6.4مثال): 

 
 -دالة الإنتاج اكوب  منشاة ما بموجبتعمؿ 

 دوجلبس  التالية:
3.5.

3 KLQ  
 قيد التكاليؼ التي تخضع لو المنشأة ىو وأف

)20(),4(),5(  TCPP KL 
 يتـ ترتيب دالة لاغرانج كما يمي:

)2045(3),,( 3.5.  KLKLKLf  

)3......(..........02045

)2....(04)3(.3

)1.......(05)5(.3

7.5.

3.5.




















KL
f

KL
K

f

KL
L

f







 

  5302شكؿ ا
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 أفبمف المعادلتيف، الأولى والثانية، نجد 
 
)9(.

4

1
),5.1(

5

1 7.5.3.5. 
 KLKL  

 
.2)5.1(.25.)9(إذف فإف                   

7.5.3.5. 
 KLKL 

)(بقسمة الطرفيف عمى 
7.5.  KL  وشطب الفواصؿ

 نحصؿ عمى
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LK

LK

75.

25.23



 
اأنظر الشكؿ    في نحصؿ عمىKبالتعويض عف ا

  . 5302ا

875.1*

5.2*

20)75(.45







K

L

LL

 
 

 إذف فإف أعظـ ما يمكف إنتاجو مف ىذه التوليفة ىو
728.5)875.1()5.2(3*

3.5.
Q 

 
C. ( أعظم إنتاج وأقل كلفة 6.5مثال )– :الحالة المُثلى 

   السابؽ، حيث530دعنا نجرب البيانات مف المثاؿ ا
LKQ 10 
 و

20024  KLTC 
 تكوف دالة لاغرانج كما يمي:بناءاً عمى ذلؾ 
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)3...(024200

5)2.(..........0210

5.2)1(..........0410

)24200(10


















KL
Q

LL
K

Q

KK
L

Q

KLLKQ









 

 مف المعادلتيف، الأولى والثانية نجد بأف
LKLK 255.2  

 بالتعويض في المعادلة الثالثة نجد بأف
50,25   KL 

 :أقؿ كمفة ممكنة  535مثاؿ ا
لنفترض بأف دالة التكاليؼ الكمية لإنتاج السمعتيف 

   كما يمي:Qy  و اQxا
yxyx QQQQTC .63 22  

 وأف المنشأة تريد أف يكوف
20 yx QQ 

 يتـ ترتيب دالة لاغرانج كما يمي:

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:39 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 (Optimization( اُؾبُخ اُلع٠ِ )6)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ               ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

498 

 

)3.........(020

)2....(012

)1......(06

)20(.63 22


















yx

xy

y

yx

x

yxyxyx

QQ
L

QQ
Q

L

QQ
Q

L

QQQQQQL









 

   نجد بأف1  و ا0مف المعادلة ا
xyyx QQQQ  126  

   نجد بأف2ومف المعادلة ا
yx QQ  20 

 = Qx  و اQy = 7نجد بأف ا  Qxبالتعويض عف ا

13.  
   في الأمثمة السابقة ؟ما معنى ا

سوؼ نتعمـ في الفصؿ العاشر كيؼ نتأكد بأف النياية 
 عظمى أو صغرى.
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D. ( سلوك المُستهلك 6.7مثال)(تعظٌم المنفعة )
(Utility Maximization:) 

نظرية سموؾ دعنا نفترض، في سياؽ الحديث عف  
،  Theory of Consumer Behaviorاالمستيمؾ

 دالة المنفعة االمباشرة  التالية أف
 
)log()log(, yxU yx  

 لمستويات المنفعة التي يستمدىا Uحيث ترمز ا
المُستيمؾ مف استيلبكو لوحدات مختمفة مف السمعتيف 

عمى ةالمستيمؾ ف ىناؾ قيداً عمى قدر أ، و  yو ا  xا
المذكورتيف. وىذا القيد معطى بمستوى شراء السمعتيف 

.  Pyوسعر السمعة ا ، Px  و سعر السمعةاIدخمو ا
مف السمعتيف بحيث تكوف  التييستيمكياما ىي الكمية ف

أعظـ ما يمكف، مع خضوعو لقيد الدخؿ  تومنفع
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بترتيب دالة لاغرانج كما  نقوـوالأسعارالمذكورة أعلبه؟ 
 يمي:
 
)()log()log(),,( yx ypxpIyxyxfL   

المشتقات الجزئية الأولى بالنسبة لممتغيرات  بأخذ
,,الثلبثة ا yx:نحصؿ عمى ثلبث معادلات آنية ،  
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 مف المعادلتيف الأولتيف نجد أف
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ypxp

ypxp


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 ومنيا نجد أف
y

x

p

p
xy )( 
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في المنظومة وبالتعويض في المعادلة الثالثة االأخيرة 
 الآنية ، نجد أف

yx p

I
Y

p

I
X

2
,

2

**  
وىذه النتيجة تعطينا ما يُعرؼ في نظرية الاقتصاد 

 Marshallianادواؿ الطمب المارشاليةالجزئي بػ 

demand functions  ، التي تعطي الطمب عمى
 السمع كدواؿ في أسعارىا ودخؿ المستيمؾ.

 ، = 100Iو ا ،Py =2ا   وPx =5لنفترض بأفا
أعظـ  فإف توليفة السمعتيف التي تجعؿ منفعة المستيمؾ

 ىي:   optimizedا ما يُمكف
 
25

)2(2

100
,10

)5(2

100 **  YX 
ولو قمنا بتعويض ا

xp

I
X

2

* و ا  
yp

I
Y

2

*  في دالة  
 المنفعة الأصمية 
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)log()log(, yxU yx  
 نحصؿ عمى
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 indirectا دالة المنفعة غير المباشرةوىي ما تسمى 

utility function حيث عبّرنا عف المنفعة، ليس ، 
بدلالة كميات السمع، بؿ بدلالة أسعار السمع والدخؿ 

الذي يحتاجو المستيمؾ كي يعظـ منفعتو بشكؿ 
 تساوؽ مع سموكو حسب دالة المنفعةي
)log()log(, yxU yx  

المباشرة. وليذا السبب سُميت بدالة المنفعة غير 
المباشرة. ومنيا نستطيع اشتقاؽ دالة الطمب عمى 

 Roy'sا مُتطابقة رويالسمعتيف بالاستعانة بما يُسمى 
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Identity والتي تنص عمى أف دالة الطمب عمى ، 
سمعة ىي دالة في دالة المنفعة غير المباشرة. ويتـ 

 ير المباشرة كما يمي:حسابيا مف دالة المنفعة غ
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 مف السيؿ ملبحظة أف
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E. ( 6.8مثال) اشتقاق دالة إنفاق المستهلك
(Expenditure Function :) 

في ىذا المثاؿ يتـ اشتقاؽ دالة إنفاؽ المستيمؾ مف 
دالة المنفعة، وذلؾ بتقميؿ الإنفاؽ خضوعاً لقيد دالة 
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المنفعة، وىي عكس عممية تعظيـ دالة المنفعة التي 
أتينا عمييا في المثاؿ السابؽ. وليذا الغرض دعنا 

 نفترض أف لدينا دالة المنفعة المباشرة التالية:
xyU yx , 

ىما السمعتاف المتاف تعظماف منفعة   y  و اxحيث ا
المستيمؾ. يمكننا ترتيب دالة لاغرانج بطريقة عكسية، 

 كما يمي:
 

UxyypxpyxL yx  (),,(  
  لممنفعة المباشرة، لكنيا مثبتة عند Uحيث ترمز ا

المستوى الذي يتيحو أقؿ إنفاؽ ممكف. وبأخذ 
 يمي:المشتقات الجزئية الأولى كما 
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 نجد أف
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  في اUبأخذ ا



L إلى الطرؼ الأيمف ثـ تربيع  
 الطرفيف والتعويض مف النتيجة أعلبه، نحصؿ عمى
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في الدالة    yاو    xا وبالتعويض المباشر مكاف 
 التي أخضعناىا لقيد المنفعة، وىي
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 Homogeneity of a)تجانس الدالة  6.3ا

Function:) 
تعتبر دالة ما متجانسة مف درجة ما، إذا زادت قيمة 

المتغيرات المستقمة الدالة بمقدار يكافئ الزيادة في 
فييا، وتكوف درجة التجانس ىي أس القوة المضاعفة 
بعد أخذىا كعامؿ مشترؾ. وعمى سبيؿ المثاؿ دعنا 

 نفترض أف لدينا الدالة
 byaxyxf ),( 

   يُعطيk  بمقدار اx ,yإف مضاعفة المتغيريف ا
 
),()( yxkfbyaxkbkyakx  

الدالة متجانسة مف    فإف1  مرفوعة لمقوة اkوبما أف ا
  .homogeneous of degree oneالدرجة واحد، ا

 :اختبار التجانس  538مثاؿ ا
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yxQ -أ 2210  2.3 -د.
yxQ  

10)/( -ب yxQ   ىػ- xxyQ 533  
3210 -ج yxQ  
 
 اأ 

kQ

yxk

kykxkykx







)2210(

2210)(22)(10

 
 ، أي 0يعني أف ىذه الدالة متجانسة مف الدرجة امما 

  يؤدي إلى k  بالمقدار اy  و اxأف مضاعفة ا
  k = .5  بنفس المقدار. فمو كانت اQمضاعفة ا
 مثلًب فإف

 
Qyxyx 5.115)3(22)5(.10  

  ، فإفk = 3ولو كانت ا
Qyxyx 36630)3(22)3(10  
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مف الدرجة صفر، مما يعني أف  أي أف الدالة متجانسة
  دوف Q  بنفس المقدار سيبقي اy  و اxمضاعفة ا

 تغير. 
 

مف التطبيقات الميمة لمفيوـ درجة التجانس، 
والمعروفة في الاقتصاد الجزئي واقتصاديات الأسرة، 

متجانسة مف عادة ما تكوف أف دالة الطمب لسمعة ما 
سعار الدرجة صفر. أي أف ارتفاع دخؿ المستيمؾ وأ

السمع بنفس النسبة لف يؤدي إلى زديادة الطمب عمى 
 السمعة. فمثلًب لو كانت
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  Pسمعة ما، حيث ترمز اعمى تمثؿ دالة الطمب 

   لدخؿ المستيمؾ فإفyللؤسعار وا
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أي أف ارتفاع الدخؿ والأسعار بنفس النسبة لف يؤدي 

 إلى تغير سموؾ المستيمؾ، أو مستوى معيشتو. 
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 k ، فمو كانت ا5أي أف الدالة متجانسة مف الدرجة ا

   فإف2 =
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QQk 325  
 
 اد 

Qk

yxkkykx

5.

2.3.5.2.3. )()(



 
  .1/2الدرجة اأي أف الدالة متجانسة مف 

 

 اىػ 

)5()(

)(5)()(

333

33

xkxyk

kxkxky



 
وحيث أننا لـ نستطع أخذ عامؿ مشترؾ لممضاعؼ 

   فإف ىذه الدالة غير متجانسة.kا
 

 -درجة تجانس دالة إنتاج كوب  5301مثاؿ ا
 :دوجلبس
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 KALQ  
 

   لرأس الماؿ. إذف فإفK  لمعمالة و اLحيث ترمز ا
 

QC

KLAC

CKLACKCLCA
















)()(

 

دوجلبس ىي  –مما يعني أف درجة تجانس دالة كوب 
احاصؿ مجموع المعممتيف  )1(فإذا كانت .  ,   

عائداً  ، وتظير 0فإف الدالة متجانسة مف الدرجة ا
 ، constant returns to scaleاثابتاً عمى الحجـ

  بنسبة معينة K  و اLأي أف زيادة عاممي الإنتاج ا
تؤدي إلى زيادة الإنتاج بنفس تمؾ النسبة، ويكوف 
منحنى متوسط التكاليؼ الكمية قد وصؿ في ىذه 

. أما إذا كانت الحالة إلى نقطة النياية الصغرى
)1(  0، فإف الدالة متجانسة مف درجة أقؿ مف ا ، 
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 decreasingاعائداً متناقصاً وتظير الدالة 

returnsأي أف زيادة عاممي الإنتاج ا ، Lو ا  K  
بنسبة معينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بأقؿ مف نسبة 

منحنى متوسط  الزيادة في عوامؿ الإنتاج، ويكوف
. أما في حاؿالتكاليؼ الكمية في الجزء المتصاعد

)1(   0فإف الدالة متجانسة بدرجة أعمى مف ا ، 
بعائدٍ متزايدٍ عمى ة في ىذا الوضح وتتميز الدال

  L، أي أف زيادة ا increasing returns، االحجـ
  بنسبة معينة تؤدي إلى زيادة الإنتاج بأعمى Kو ا

التكاليؼ  منحنى متوسطويكوف مف تممؾ النسبة، 
، أي أف متوسط كمفة انتاج الكمية في حاؿ اليبوط

نظرية  الوحدة الواحدة مف السمعة ينخفض. وباستخداـ
   في الدالة المتجانسة فإفEuler's theoremا أويمر
 

QK
K

Q
L

L

Q









 
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أي أف حاصؿ ضرب الناتج الحدي لمعمالة في كمية 

العمالة، مضافاً إليو حاصؿ ضرب الناتج الحدي لرأس 
الماؿ في كمية رأس الماؿ يساوي مجموع الإنتاج 

الناتج أف قياـ المنشأة بدفع بيعني االدخؿ . وىذا 
عمى التوالي، يؤدي ، K  واLاالإنتاج امميالحدي لع

إلي نفاذ كمية الإنتاج موزعة عمى عنصري الإنتاج 
وىذه الحالة ليست ممكنة إلا الحدي،  اتجوكؿ حسب ن

  التامة. في سوؽ التنافس
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XII. اعئٍخ ورّبسَٓ اٌفصً اٌغبدط 

أوجد الكمية الفضمى مف العمالة ورأس الماؿ مف دالة 
 دوغلبس، بالقيد المبيف أدناه: –كوب 

 

100510

05.2 3.07.0





KLTC

KLQ 
 
لماؿ وجد التوليفة الواجب توظيفيا مف العمالة ورأس اأ

 مف الدالة

 
6.22.02.0 )8.02.0(40   KLQ 

 
 عمماً بأف

24086  KLTC 
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دالة الإنتاج ذات تعرؼ ىذه الدالة باسـ  :ملبحظة
 constant elasticity productionاالمرونة الثابتة

function  . 
لنفترض بأف دالة المنفعة المستمدة مف كمية السمعتيف 

  المستيمكتيف مف قبؿ السيد جماؿ معطاة Qx,Qyا
 بالدالة التالية

yxyx QQQQfTU  ),( 
 = Px  لممنفعة الكمية. عمماً بأف اTUحيث ترمز ا

  ىو سعر Py = 20  و اx  ىو سعر السمعة ا10
   ىو دخؿ السيد جماؿ.I = 500و ا ، yالسمعة ا

ما ىي المنفعة القصوى التي يحققيا جماؿ بناءاً عمى 
ىذه المعمومات؟ 
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XIII. 1 

XIV. اٌذواي اٌّثٍثُخ 
 businessاالدورة التجارية، وخاصة في مجاؿ اسيةالقي -الاقتصاديةنحتاج في بعض التطبيقات 

cycle  ا السلسؿ الزمنيةوtime series  الدواؿ المثمثية، إلى استعماؿ ما يُسمى 
وىي . sinusoidalاالدواؿ الجيبيةوالتي تُسمى في بعض الأحياف ، trigonometric functionsا

بنسبة طوؿ أي مف  قائـ الزاوية  في مثمث ا غير قائمةمف علبقة زاوية  ، في العادة،تنشأ دواؿٌ 
  .630في الشكؿ ا  أ ب ج. وعمى سبيؿ المثاؿ المثمث اضمعي المثمث إلى ضمع آخر

 (7.7شكؿ )

 
 

عمى النسػب  ؿو حصمحساب نسبة طوؿ أحد الأضلبع إلى طوؿ أي مف الضمعيف الباقييف، ل نستطيع
 ، حسػػػب مسػػػمياتيا المتعػػػارؼ عمييػػػا، كمػػػا فػػػي الشػػػكؿ المرتبطػػػة بالزاويػػػة ا ،المثمثيػػػة الثابتػػػة التاليػػػة

  .631ا
 

 الدواؿ المثمثية :(7.2شكؿ )
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 ، كما في الشكؿ r =1دائرة بنصؼ قطرٍ مقداره وحدة واحدة ا ،السياؽ نفس فيدعنا نتصور، 

 ، والمثمث الساعة لنشأت الزاوية ا . لو تخيمنا أف نصؼ القطر تحرؾ بعكس عقارب 632ا
 ، وىي مرتبطة 630يمكننا حساب النسب المثمثية التالية، المبينة في الجدوؿ او  . ومن0BAا

  .بالزاوية ا
 

 النسب المثمثية :(7.3شكؿ )

 
 

 النسب المثمثية:(7.7جدوؿ )
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 الصيغة الرياضية النسبة

 sine  (BA/0A)ا الجيب

 cosine  (0B/0A)اجيب التماـ

 tangent  (BA/0B)ا الظؿ

 cotangent  1/(BA/0B)اظؿ التماـ

 secant  1/(0B/0A)ا القاطع

 cosecant  1/(BA/0A)اقاطع التماـ

 

  لػدائرة 0360  ومجموعيػا اdegreeا الدرجػة: المقيػاس الأوؿ ىػو تُقاس الزوايا بثلث طرؽ رئيسة
   . 633  لمجموع زوايا المثمث. اأنظر الشكؿ 090كاممة أو ا

 
 (7.4شكؿ )

  0360االدائرة المكونة مف 

 
 

تتكوف مف حركة قوس عمى   ، وىي زاويةradianا الزاوية نصؼ القطريةوالمقياس الثاني ىو 
  .634محيط الدائرة لمسافة مساوية لطوؿ نصؼ قطرىا، كما في الشكؿ ا

 (7.5شكؿ )
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 قياس الزاوية نصؼ القطرية

 
  وحدة، 400  الذي يُقسّـ الدائرة إلى اgon, grade or gradianا القوفأما المقياس الثالث فيو

  . 635تسمى كؿ وحدة قوناً، كما في الشكؿ ا
 قوناً ( 25)قطاعاً، كؿ قطاع مكوف مف ( 76) الدائرة مكونة مف: (7.6)شكؿ 

 
 ، أي أف دورة كاممة تكافئ ضعؼ طوؿ نصؼ القطر مضروباً r2محيط الدائرة ا يبمغ طوؿ

ىو دالة   تقريباً، مما يعني أف طوؿ محيط الدائرة 1416.3= ط = ا22/7 بالنسبة التقريبية ا
  يبيف أطوالًا مختمفة لدوائر متعددة بأنصاؼ أقطار 636خطية في طوؿ نصؼ قطرىا. والشكؿ ا

 مختمفة.
 (7.7شكؿ )

 طوؿ محيط الدائرة وطوؿ نصؼ قطرىا
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  ، المبينة في الشكؿ أدناه،r=4المثاؿ لو كاف لدينا الدائرة ذات نصؼ القطر ا عمى سبيؿو 

 
 

14286.254افإف طوؿ محيطيا ىو
7

22
22  rC .  

 

 معطى بالصيغة التالية: الزاوية نصؼ القطريةومقياس  الدرجةبيف مقياس  إف العلقة
 

 

  = 090  تقريبػػػاً مػػػف الزاويػػػة نصػػػؼ القطريػػػة. والزاويػػػة القائمػػػة ا0.017453  = ا01ودرجػػػة واحػػػدة ا
   تقريباً مف الزاوية نصؼ القطرية.  1.570796ا

 

يمكننػا أف نقطة مادية تحركت عمى طوؿ محيط دائػرة مػا، وصػنعت عػدة دورات كاممػة.  دعنا نفترض
النقطة المادية قد تحركت عمى طوؿ الخط المستقيـ مػف المسػتوى الػديكارتي  في ىذه الحالة أف نتخيؿ
 كما في الشكؿ أدناه. ، المُدرج بوحدات اط = 
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03602وحيػػث أف النقطػػة، خػػلبؿ دورتيػػا الكاممػػة، قػػد تناوبػػت صػػعوداً وىبوطػػاً فػػي الفتػػرة ا  فػػإف ، 
قػػػد تميػػػزت  ، مػػػثلبً ،  الزاويػػػاsineحركتيػػػا قػػػد صػػػنعت زوايػػػا بقياسػػػات مختمفػػػة، وأف قياسػػػات جيػػػب ا

 أدنا. ، 637بالتناوب عمى النحو المبيف في الشكؿ ا
 ( الزاويةsineجيب ): (7.8شكؿ )

 

 
03602أما المسافة التي تقطعيا النقطة في حركتيا التناوبية عمى محيط الدائرة فيي ا  لكؿ دورة  

 كاممة، كما في الشكؿ أدناه.

 
 

، كمػػا فػػي اسػػتعمالاً مػػدواؿ المثمثيػػة الأكثػػر مػػف المفيػػد أف نػػذكر بعػػض الإشػػتقاقات والتعريفػػات اليامػػة ل
  .631الجدوؿ ا

 
 

 (7.2جدوؿ )
 المشتقة الدالة

xsin xcos 
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xcos xsin 

xtan xx 22 sectan1  

 

1cossin 22  xx 
yxyxyx sin.coscos.sin)sin(  

yxyxyx sin.sincos.cos)cos(  

yxyxyx sin.coscos.sin)sin(  

yxyxyx sin.sincos.cos)cos(  

 

صغيراً مف مسار الحركة التناوبيػة لجيػب الزوايػا، وكبرنػاه لأغػراض التحميػؿ، لحصػمنا  لو أخذنا مقطعاً 
  . 638عمى الشكؿ ا

 

  

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:39 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310
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 الدورة واتساعيا: (7.9شكؿ )

 
 

 –النقطة الدنيا   والنقطة الواقعة في أسفميا peakا قمةتُسمى النقطة الواقعة في أعمى الموجة 
  ىي المسافة بيف أي نقطتيف متكررتيف متقابمتيف period  اPافترة -دورة  . والػ troughاالقعر

والقمة أو  خط الأساساقمة إلى قمة، أو قعر إلى قعر، مثلًب . وتُسمى المسافة العمودية بيف 
 . وتُسمى الإزاحة الأفقية لمدالة عف موقعيا السابؽ، ايميناً أو amplitude  اaا الإتساعالقعر

 . وتكوف الإزاحة إلى اليمف إذا phase shift  اا إزاحة الطوريساراً، مف أو إلى نقطة الأساس   
لى اليسار إذا كاف موجباً. وتُسمى المسافة مف المحور الأفق ي إلى خط كاف طور الإزاحة سالباً، وا 

 . وفي تحميؿ الدورات التجارية نستفيد مف ىذا المفاىيـ في معرفة نمط dا الإزاحة العموديةالأساس 
الدورة وعمقيا اإتساعيا ، حيث تُستخدـ الدواؿ المثمثية االجيب وجيب التماـ والظؿ، عادة  في إجراء 

الاقتصادييف، وتناوب المؤشرات الاقتصادية يبيف التوسع والإنحسار  6301االحسابات المفيد.والشكؿ 
 الكمية بيف القمة والقعر خلبؿ الفترات الزمنية المتعاقبة.
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 الدورة التجارية: (7.71شكؿ )

 
 

  لا تقُر بثبات مدة الدورة التجارية أو Business Cycle Theoryا نظرية الدورة التجاريةرغـ أف و 
 الشكؿ العاـ التالي: ،في العادةتواترىا، إلا أف دالة الدورة تأخذ، 

 

dcbxaxyxP  )(sin)()(
 

  لممتغير المستقؿ االزمف x  لممتغير الخاضع لظاىرة التناوب، و اP(x)=y(x)حيث ترمز ا
  لمقدار الإزاحة الأفقية مف نقطة c  للئزاحة العمودية و اd  للئتساع و اaبالسنوات مثلًب ، وا

الاساس، وىي ا
2

لمجيب،  وصفر لجيب التماـ. و ا  b ا 22  لتناوب الزاوية اتواتر زاويangular 

frequencyوىو معطى بالصيغة التالية: ا ، 
P

b
2

.  
 

  

                                                 
 ىكذا الترجمة في بعض المراجع، وىو سرعة دوراف الشيء حوؿ محوره. -22
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 :الإيرادات الضريبية مثاؿ
 

دعنا نفترض أف الإيرادات الضريبية اكنسبة مئوية مف ايرادات سنة الأساس  قد تذبذبت بيف 

5.9، فإف ابناءاً عمى ذلؾ  سنة. و 30  خلبؿ فترة ا%7-  و ا%12ا
2

712



aو ا  d = 

  ، و2.5 = 9.5 - 12

20944.0

2
)30(





b

b
P



 

 

 لو افترضنا أننا نبدأ مف نقطة الصفر، فإف الدالة المُقدرة تأخذ الشكؿ التالي:
 
 

5.2)9020944.0sin(5.9)()( 0  xxyxP 
 
 

  سنة، نجد أف أدنى نسبة إيرادات 30 ، مف صفر سنة إلى اxالسنوات اعند التعويض عف متغير 
. وىذا ما يوضحو  28 ، في حيف أف أعمى نسبة قد تحققت في السنة ا13قد تحققت في السنة ا

   لمدالة المُقدرة. 6300الشكؿ البياني ا
 تناوب الإيرادات الضريبية:(7.77شكؿ )
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 ( اُذٝاٍ أُضِض٤خ7)  ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                           ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢

527 

 

  81مف خلبؿ دالة جيب التماـ التالية، وذلؾ بحذؼ كمية اويمكننا الوصوؿ إلى نتيجة مشابية 
)()20944.0cos(5.9)(5.2ا درجة مف الجيب، كي يصبح شكؿ الدالة المُقدرة  xxyxP.  

 .الشكؿ أدناه وضحووىو ما ي

 
  15 ، نجد أف أدنى قيمة قد تحققت في  السنة ا30  مف صفر إلى اxعند تعويض السنوات او 

، مما يعني أف دالة جيب التماـ ىي الدالة وىي القيـ الأدؽ ، 30ا وأعمى قيمة تحققت في السنة
 المناسبة لمتقدير، رغـ أف الإختلبؼ ضئيؿ بيف التقديريف.
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XV.  ثغاٌفصً اٌغبورّبسَٓ اعئٍخ 
 

 ىذا الفصؿ، قدر تناوب الضرائب مف الدالة مف المثاؿ الوحيد في -0

dcbxaxyxP  )(sin)()(
 

 %  خلبؿ عشريف سنة؟4%  و ا04تذبذبت بيف ا إذا عممت بأنيا
 

أرسـ الناتج المحمي الإجمالي لأية دولة عربية، باستخداـ مخفض معيف، وحاوؿ تحديد الدورة  -1
 إف وجدت. ،التجارية
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1 
XVI.  ربٍَىسعٍغٍخ 

Taylor Series 
 

 

  :Polynomialsا الدواؿ متعددة الحدود( 8.1)
عمى التعبير عنيا بقوى ، وىي إمكانية ـ حاالحدود اتمتعددبذكر صفة أساسية عف فصؿال نبدأ ىذا
   أي عدد حقيقي. a ، حيث اx-aا شكؿ

 أف لدينا الدالة التالية:لنفترضب

322  xx 
 = x ، ومنو تكوف اw = x-1لتحقيؽ ذلؾ نجعؿ ا . و x-1عنيا بقوى مف الشكؿ اونرغب بالتعبير 

w+1:ونقوـ بالتعويض المباشر كما يمي ،  

6)1(4)1(

64

322)12(

3)1(2)1(32

2

2

2

22









xx

ww

www

wwxx

 

 وىو المطموب.
 

 :الدالة متعددة الحدود(8.1مثاؿ )
  :x-3  التالية، ونرغب بالتعبير عنيا بقوى مف الشكؿ اح ـلدينا ا

454 23  xxx 
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 ونقوـ بالتعويض المباشر كما يمي:(، x = w+3) ومنو تكوف( w = x-3) نجعؿ

 

2)3(8)3(5)3(

285

4)3()3(4)3(454

23

23

2323







xxx

www

wwwxxx

 

 مف الشكؿ  ح ـابناء عمى ماتقدـ يمكننا التعبير عف أية 
n

n xAxAxAxAAxf  ...)( 3

3

2

210 

 كما( w+a) بدلالة( x) ثـ التعويض المباشر عف( w = x-a) وذلؾ بجعؿ(، x-a) بقوى مف الشكؿ
 يمي:

n

n awAawAawAawAAxf )(...)()()()( 3

3

2

210  

 
 مف الشكؿ التالي:  ح ـالنفترض أف 

 
n

n axAaxAaxAaxAAxf )(...)()()()( 3

3

2

210  

 
nAAAAفما ىي قيـ ا ,...,  ٢ِ٣: كما ابة عمى ىذا السؤاؿ ؟ يمكننا الإجxf)(  بدلالة ا31,0

 

 : إذا كانت أولاً 

0)( Axf  

 .تكوف أصفاراً فإف بقية الحدود 
 

   مرة واحدة كما يمي:ح ـ: بالنسبة لبقية المعاملبت نقوـ باشتقاؽ اثانياً 
 

12

321 )(...)(3)(2)('  n

n axnAaxAaxAAxf 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:39 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( ٓلب٤ْٛ س٣بظ٤خ ٓزوذٓخ8) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

531 

 

 
  ، فتكوفa  بدلالة اxنعوّض عف ا

2)(' Aaf  
 

   لنحصؿ عمىa  بدلالة اxنكرر عممية الاشتقاؽ ونعوّض عف ا
2

32 )()1(...)(62)(''  n

n axAnnaxAAxf 

22 !22)('' AAaf  
 

 .23حيث ترمز ا!  لمضروب العدد السابؽ عمييا
 وتعطينا المشتقة الثالثة

 
3

3 )()2)(1(...6)('''  n

n axAnnnAxf 
 

 بالتعويض كما في الخطوات السابقة نحصؿ عمى
 

33 !36)(''' AAaf  
 وتعطينا المشتقة الرابعة

4!4)( Axf IV  
 

  عمى شكؿ قوى n  مف الدرجة اـ حوبناء عمى ذلؾ يمكننا وضع اوىكذا بالنسبة لبقية المشتقات. 
   كما يمي:x-aمف ا

                                                 
23- 0!=1, 1!=1, 2!=2X1=2, 3!=3X2X1=6, 4!=4X3X2X1=24, …. 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:39 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( ٓلب٤ْٛ س٣بظ٤خ ٓزوذٓخ8) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

532 

 

nn axaf
n

axafaxafaxafafxf

))((
!

1

...))(('''
!3

1
))((''

!2

1
))((')()(

)(

32





 

 .  المقبؿ8.2تي سنتحدث عنيا في الجزء اال لسمسمة تايموروىذه النتيجة الأخير ىي التي تؤسس 
 

 : الدالة متعددة الحدود(8.2مثاؿ )
عنيا بقوى مف الشكؿ ا  التالية، ونرغب بالتعبير ـ حلدينا ا

3

1
xو ا  x-5:  

2)( 23  xxxf 
 نشتؽ الدالة حتى تكوف النتيجة النيائية عدداً ثابتاً، وعمى النحو التالي:

6)('''

26)(''

23)(' 2







xf

xxf

xxxf

 

 إذف

6)
3

1
('''

42)
3

1
(6)

3

1
(''

1)
3

1
(2)

3

1
(3)

3

1
('

27

58
2)

3

1
()

3

1
()

3

1
(

2

23









f

f

f

f

 

: بالنسبة لػاأولاً 
3

1
x:  
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  :x=5: بالنسبة لػ اثانياً 

32

32

)5()5(16)5(85152
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)5)(32(
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A. ( 8.3مثال)الدالة متعددة الحدود: 
   لأقرب سبع خانات مف الدالةf(0.2032)ماىي قيمة ا

2)( 23  xxxf 
 بالتطبيؽ المباشر نحصؿ عمى

0494807.2)1301333.0()1301333.0(2)130333.0(
27

58

)1301333.0
3

1
()2032.0(

32 

 ff

 

 

 . 2.0496804عمييا بالتعويض المباشر في الدالة الأصمية فيي اأما القيمة الحقيقية التي نحصؿ 
 وبالتالي فإف الفرؽ المطمؽ بيف القيمة التقديرية والقيمة الفعمية ىو صفر تقريباً.

 

XVII. (1.1 ) عٍغٍخ ربٍَىس(Taylor series): 
 معينةصيغة مف  (transform()تحويميا أي)الدالة  نقؿبعض المعالجات الرياضية إلى نحتاج في

إلى أخرى افضاء آخر ، وذلؾ مف أجؿ حساب قيمة تقديرية ليا. لتحقيؽ ذلؾ  (space)(فضاء)
، باستخداـ  Taylor polynomialsا ـ حا ، أو دالة تايمورسمسمة تايمورنستعمؿ ما يسمى 

. وتقضي ىذه مثلبً   aامتتالية متصاعدة مف مشتقات الدالة، وتقييـ ىذه المشتقات عند قيمة مُحددة،
إلى أجزاء يمكف التعامؿ معيا، كما يمي: ا  f(x)االطريقة، كما يتضح مف الشكؿ ا ، بتقطيع الدالة 

)()(')()( axfafafxf  .حيث عبّرنا عف الإقتراف بدلالة المكونات الرئيسية التي تشكمو، 
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تمديد أو توسيع الدالة مف صيغة إلى أخرى. وتسمى ىذه العممية  (transformedاأي أننا حوّلنا
. وعمى  ـ حا. وكؿ مشتقة تمثؿ درجة مف الدالة aاحوؿ القيمة (function expansion)الدالة

 firstامف الدرجة الأولى)ـ ح (سبيؿ المثاؿ يُطمؽ عمى السمسمة التي تستخدـ مشتقة واحدة 

degree polynomial  مف الدرجة الثانية ـ حا، أما التي تستخدـ مشتقتيف مثلًب، فيطمؽ عمييا ،
 وىكذا لبقية المشتقات. وتتـ عممية التمديد كما يمي:

 لنفترض أف لدينا الدالة 
)(xfy  

 

)(يمكننا تمديدىا اتوسيعيا  حوؿ النقطة  ax :بالتعبير عنيا بالشكؿ التالي ، 
 

R
n

axafaxafaxafaxaf
xf

nn














!

))((
...

!2

))((

!1

))((

!0

))((
)(

20

 

 ، الذي يمثؿ الخطأ في التقدير.(remainder)لمباقي(R)حيث ترمز ا!  لمضروب المقاـ، و 
 

 . والصيغة أعلبه ىي الصيغة العامة center of expansion)مركز التمديد  aاالنقطة تسمى
 –في بعض الحالات – f(x)ا . وكمما زاد عدد المشتقات اقتربت الدالة nالسمسمة تايمور مف الدرجة 

 مف الصيغة المحولة االمُمَددة . وعادة ما يتـ اختيار عدد المشتقات حسب دقة التقدير المطموبة.
 

A. ( 8.4مثال )من الدرجة  تمدٌد الدالة بسلسلة
 :الرابعة

xexfyالدالة ا وجودلنفترض   مف . إذف فإف سمسمة تايمور  a = 0ا  ، وأردنا تمديدىا حوؿ)(
 الدرجة الرابعة ىي:
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xfxfxf
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y = f(x) = eاتقوؿ النتيجة أعلبه أننا عبرنا عف الدالة
x  بدلالة قوى مف المتغير اx .  الجزء الأوؿ و

  أدنا، نجد أف التعبير البياني عف عممية التقدير 7.0 . وعند النظر إلى الشكؿ ا0مف التقدير ىو ا
 ، f(x)=1  عف ا0المقابؿ لقيمة الػ ا سودالأفقي الأ  0رقـ ا فيُعبرُ الخطزاء. عدة اج تألؼ مفقد 

اسمسمةالف يُعبر ع حمرالأ  2ا  ، والمنحنىf(x)=x+1فيُعبر عف ا خضر الغامؽالأ  1اخط أما ال

2
1

2x
x  . 

xexfyتمديد الدالة :(8.7الشكؿ )  )( 

 
 

 مف القيمة الحقيقية لمدالة. تقديرأخرى، اقتربت ال مشتقةوكمما أضيفت 
 

)0(عند تمديدىا حوؿ  تسمى السمسمة x ذا تـ تمديدىا حوؿ ماكموريفسمسمة )0(. وا   ax ،
 . Maclaurin Seriesاتايمورسمسمة فإنيا تسمى 

 

B. ( 8.5مثال )سلسلة تاٌلور بالأرقام: 
f(x) = eا السابؽ قمنا بتمديد الدالةمف المثاؿ ا  

x  ا حوؿ النقطةx = 0   ووجدنا أف سمسمة ،
 تايمور مف الدرجة الرابعة ىي:

 

  مقربػػػة إلػػػى تسػػػع خانػػػات. ىػػػي ا عنػػػدما تكػػػوف  عممػػػاً بػػػأف قيمػػػة 
 الممددة، نحصؿ عمى في الدالة  وبالتعويض عف 

R
xxx

xxf  ...
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 الحقيقية ىو الممددة و  وبالتالي فإف الفرؽ بيف 

 

مقارنػات بػيف القػيـ  حتػوي  ي730. والجػدوؿ اأقؿ مػف إلى أربع مشتقات فقط. أي أف قيمة 
 ، لعدد مػف قػيـ 3 ، والقيـ التقديرية مف سمسمة تايمور مف الدرجة االفعمية لمدالة الحقيقية ا

 .أدناهقارف النتائج مع ما يبينو المثاؿ ا   .المختمفة xا
 (8.7جدوؿ )

 

 اُخطؤ ك٢ اُزوذ٣ش

(R) 

عِغِخ رب٣ِٞس ٖٓ اُذسعخ  

(1) 
 

 

-0.198 0.333333 0.135335 -2 

-0.00712 0.375 0.367879 -1 

0 1 1 0 

0.009948 2.708333 2.718282 1 

3.710537 16.375 20.08554 3 

20.26482 34.33333 54.59815 4 

 

C. ( 8.6مثال )تمدٌد الدالة: 
 ، فإف ، وأردنا تمديدىا حوؿ ا نفترض أف لدينا الدالة:

 

 
 

 مثلًب، مع سمسمة تايمور مف الدرجة السادسة، نحصؿ عمى  اوعند 
 

R

Rf





708333333.2

24

1

6

1

2

1
11)1(

)(xf)( xe

%109.0
24

1

6

1

2

1
111 








e

)(R%)1(

xexf )(

xeX

xexf )()0( a

R
xfxf

xffxf 





 ...
!3

))(0(

!2

))(0(
))(0()0()(

32

3x

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:39 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 ( ٓلب٤ْٛ س٣بظ٤خ ٓزوذٓخ8) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

537 

 

 

 وأف

 
 

   ىياوأف نسبة الخطأ إلى القيمة الصحيحة 
 

 

. ولا بد مف ملبحظة أننا احتجنا إلى relative error 24االخطأ النسبيإلى   REاحيث ترمُػز 
  ، حوؿ قيمة الدالة الحقيقية.to convergeايمتئـ التقديركي   x = 3اأكبر مف المشتقات لػ  عددٍ 

 

D. ( 8.7مثال ):سلسلة تاٌلور بالأرقام 

 . إذف  ، وأردنا تقدير قيمتيا حوؿ نقطة قريبة مف ادعنا نفترض أف لدينا الدالة ا

 فإف سمسمة تايمور مف الدرجة الثانية ىي:

 

 وحيث أف:

 

 فإف

                                                 
إلى  يُعرّؼ الخطأ المطمؽ بأنو الفرؽ بيف القيمة الحقيقية والقيمة المُقدرة. أما الخطأ النسبي فإنو الفرؽ بيف الحقيقي والمُقدر منسوباً  - 24

 الحقيقي.
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    يحتوي القيـ الحقيقية والتقديرية لمدالة حوؿ ا731والجدوؿ ا
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 (8.2جدوؿ )

 (2( و)1مقارنة مع  تقديرات سمسمة تايمور مف الدرجتيف، )  ا القيـ الحقيقية لمدالة
 

 

اُخطؤ ك٢ 

 اُزوذ٣ش

عِغِخ رب٣ِٞس 

 (1)ٖٓ اُذسعخ 

اُخطؤ ك٢ 

 اُزوذ٣ش

عِغخ رب٣ِٞس ٖٓ 

 (1)اُذسعخ 

 
 

0.0100 1.2400 0.0500 1.2000 1.2500 .80000 

0.0040 1.1725 0.0265 1.1500 1.1765 0.8500 

0.0011 1.1100 0.0111 1.1000 1.1111 0.9000 

0.0001 1.0525 0.0026 1.0500 1.0526 0.9500 

0.0000 1.0000 0.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

-0.0001 0.9525 0.0024 0.9500 0.9524 1.0500 

-0.0009 0.9100 0.0091 0.9000 0.9091 1.1000 

-0.0029 0.8725 0.0196 0.85000 0.8696 1.1500 
 

 

  ، أف التقديرات اتسمت بشيء مف الدقة العالية حوؿ7.1  والشكؿ ا731يتضح مف الجدوؿ ا
تقريباً في بؤرة واحدة بيف الخطيف المستقيميف   convergentا ، وكانت القيـ ممتئمة ا 

عف الدالة الأصمية عند قيـٍ  بعيدة   divergingا ، لكنيا أخذت بالابتعاد المتوازييف حوؿ ا
  .0نسبياً عف الػ ا

 (8.2شكؿ )
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E. ( 8.8مثال )سلسلة تاٌلور: 
 

  . إف تمديد الدالة إلى الدرجة الثالثة يعطي:لدينا الدالة ا
 

 
 

   أدناه يوضحاف التقديرات والخطأ في القياس.7.2  والشكؿ ا732والجدوؿ ا
 (8.3جدوؿ )
 
 

  
عِغِخ رب٣ِٞس ٖٓ اُذسعخ 

(1) 

 اُخطؤ ك٢ اُزوذ٣ش 

 (R)  

0.1 -2.30259 -1.548 -0.75459 

0.3 -1.20397 -1.05933 -0.14464 

0.5 -0.69315 -0.66667 -0.02648 

1 0 0 0 

1.5 0.405465 0.416667 -0.0112 

2 0.693147 0.833333 -0.14019 

2.5 0.916291 1.5 -0.58371 

 
 

 وتقديرىا سمسمة تايمور لمدالة  :(8.4شكؿ )

 

)ln()( xxf 

32 )1(
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1
)1(
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1
)1()(  xxxxf

X )ln(x
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F. ( 8.9مثال )دالة التكالٌؾ الكلٌة: 

 total cost function)داُخ اُزٌب٤ُق ا٤ٌُِخٌذَٕب 

(TC)) 
QQeQfTC 01.002.0 2

)(  

ٍذاٌخ ثبعزخذاَ عٍغٍخ َّىٕٕب اٌحصىي ػًٍ رمشَت ٌ

 وّب فٍ اٌؾىً )(.ربٍَىس، 

!
)0(...
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
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

 

دػٕب ٔدشة اٌغٍغخ لأوي ثلاثخ اؽزمبلبد، ؤزؼشف 

 ػًٍ اٌخطأ فٍ اٌزمذَش:

100005.2
!2

01.4

!1
100)( 2

2

 QQ
QQ

QfTC 

( ثأْ ثؤسح الاٌزئبَ ِحصىسح ثُٓ 1.1َجُٓ اٌؾىً )

( و ووُّخ لشَجخ ِٓ )(. وٌى أخزٔب اٌّؾزمخ اٌثبٌثخ 1)

 وػىظٕب ٌحصٍٕب ػًٍ رمذَش  ألشة.
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 (8.5شٌَ )

 
: خشّة اٌّؾزمخ اٌثبٌثخ واٌشاثؼخ، ؤبلؼ رٔش٣ٖ

 إٌزبئح اٌزٍ رحصً ػٍُهب.

 عِغِخ رب٣ِٞس لأًضش ٖٓ ٓزـ٤ش:(8.3)

(. ٗلزشض إٔ ُذ٣٘ب اُذاُخ ك٢ ٓزـ٤ش٣ٖ اُزب٤ُخ: )

 ًٔب ٢ِ٣ ٣ٌٔ٘٘ب رٔذ٣ذٛب ؽٍٞ اُ٘وطز٤ٖ 

 

 

 

 

G. ( 8.71مثال ):سلسلة تاٌلور من متؽٌرٌن 
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رؾ٣َٞ اُذاُخ ثٞاعطخ عِغِخ رب٣ِٞس ٖٓ اُشرجخ الأ٠ُٝ 

 ٝاُضب٤ٗخ ُِذاُخ

 

 

 . إرٕػ٘ذ اُ٘وطخ  

 

 ٗؾصَ ػ٠ِ ٝثزو٤٤ْ ٛزٙ اُ٘زبئظ ػ٘ذ اُ٘وطخ 

 

 

 إرٕ، كئٕ

 

 ٝإٔ

 

 

( ٗزبئظ اُزوذ٣ش ٓوبسٗخ ٓغ اُو٤ْ 733غذٍٝ )٣ٝج٤ٖ اُ

 اُؾو٤و٤خ ُِذاُخ.
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 رمذَشاد عٍغٍخ ربٍَىس ٌٍذاٌخ: (1.1خذوي )

 

 وِمبسٔزهب ثبٌمُُ اٌحمُمُخ

 
  

عِغِخ  ه٤ٔخ 

رب٣ِٞس 

(1) 

 خطؤ اُزوذ٣ش  

-5 -5 7.071068 -7 14.07107 
-4 -4 5.656854 -5.6 11.25685 
-3 -3 4.242641 -4.2 8.442641 
-2 -2 2.828427 -2.8 5.628427 
-1 -1 1.414214 -1.4 2.814214 
0 0 0 0 0 
1 1 1.414214 1.4 0.014214 
2 2 2.828427 2.8 0.028427 
3 3 4.242641 4.2 0.042641 
4 4 5.656854 5.6 0.056854 
5 5 7.071068 7 0.071068 
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XVIII. ٌثبِٓاعئٍخ اٌفصً ا 

 

 :(0ٓذد داُخ اُزٌب٤ُق ا٤ٌُِخ اُزب٤ُخ ؽٍٞ اُصلش ٝ )
 
QQeQf 

2025.0150)( 
 

 ( ٓشزوبد.2لأهشة )        

 

 (:0ٓذد داُخ الإٗزبط اُزب٤ُخ ؽٍٞ )
 

KLKLfQ  250),(
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XIX. 1 
XX. ًِِجبديء اٌزىب 

Integration 

 ( ٓجذأ اُزٌبَٓ:9.1)

رؼبٍِٕب ثؾٍء ِٓ اٌزفصًُ، فٍ الأخضاء اٌغبثمخ، ِغ 

ؼذٌ  اٌّؾزمخو وػشّفٕب .ٓشزوخ اُذاُخ فٍ اٌذاٌخ ٍزغُش ٍُّ

فٍ اٌّزغُش  ضَبدح أو إٌمصبْػٕذِب رؤوي لُّخ اٌ

اٌّغزمً إًٌ اٌصفش. وّب ػشّفٕبهب ثذلاٌخ ًُِ اٌذاٌخ 

 ػٕذ ٔمطخ ِؼُٕخ.

-anti)ّؾزمخاٌِعبدح ٗزؾذس ك٢ ٛزا اُغضء ػٖ 

derivative)ُ ِذاُخ. ٝٓب ٗوصذٙ ٛٞ اُو٤بّ ثؼ٤ِٔخ

اشزوبم ػٌغ٢
25

، ٢ٛٝ اُؼ٤ِٔخ أُؼشٝكخ ثـ 

ٖ اُؾع إٔ هٞا٤ٖٗ ٖٓ ؽغ. ٝ(integration)اٌزىبًِ

ثشٌَ ػبّ، غشهب  ٓخزِلخ ٝعِٜخ ، رؼط٤٘بالاشزوبم 

٘ظش ػٖ ثصشف اُغج٤ب  ُِٞصٍٞ إ٠ُ ٓشزوخ اُذاُخ، ٗ

ظٞظ٤ٖ ثبُوذس رارٚ ك٢ ُغ٘ب ٓؾ ٌُ٘٘بص٤ـزٜب ٝرؼو٤ذٛب. 

ػ٤ِٔخ اُزٌبَٓ، لإٔ غشم اُزٌبَٓ أًضش صؼٞثخ 

ؼ٤ِٔخ أُعبدحُك٢ٜ أشجٚ ٓب رٌٕٞ ثؼ٤ِٔخ اُج٘بء ٝرؼو٤ذا ،

الاشزوبم اُز٢ رشجٚ ػ٤ِٔخ اُٜذّ، ٝاُٜذّ إٔٛٞ ٖٓ 

                                                 
 لا يُقصد بالاشتقاؽ العكسي ما أسميناه الدالة العكسية في الفصؿ الثاني. - 25
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ٝك٢ ثؼط ؽبلاد اُزٌبَٓ،  !اُج٘بء، ك٢ ٓؼظْ الأؽ٤بٕ

اُؼذد٣خ  لا ٣ٌٔ٘٘ب اُٞصٍٞ إ٠ُ رٌبَٓ اُذاُخ إلا ثبُطشم

٤ُٝظ ثبُطشم اُزؾ٤ِ٤ِخ اُز٢ اػزذٗب ػ٤ِٜب ك٢ ػ٤ِٔبد 

الاشزوبم. ٝثغجت رُي ُٖ ِٗغؤ إ٠ُ ػ٤ِٔبد اُزٌبَٓ 

أُؼوذح. ٝعٌ٘زل٢ ثٔب ٗؾزبعٚ لأؿشاض اُزٞظ٤ؼ 

كْٜ ثؼط ُز٢ ٗؾزبعٜب ك٢ اُجغ٤طخ، أٝ ك٢ أُغبئَ ا

 . ٝػ٠ِ عج٤َ رُي ٗجذأ.أُجبدٟء الاهزصبد٣خ

َ ؽٍٞ ا٣غبد أُغبؽخ رزٔؾٞس ػ٤ِٔخ اُزٌبٓ

أُؾصٞسح رؾذ ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ. ُِٝٞصٍٞ إ٠ُ رُي 

ُٜٝزا اُـشض لاثذ ِٗغؤ إ٠ُ اعزخذاّ هٞاػذ اُزٌبَٓ. 

إٔ ػ٤ِٔخ اُزٌبَٓ رزْ ٖٓ خلاٍ ص٤ـخ ٖٓ اُزؤ٤ًذ ػ٠ِ 

ُٓؾذدا  ٛٞ  ٓؼ٤بس٣خ رؤخز شٌلا  

 

 

 

، أ١ إٔ (f(x)) ( ُؼ٤ِٔخ رٌبَٓ اُذاُخؽ٤ش رشٓض )

(f(x))  ُٔشاد إعشاء ػ٤ِٔخ اُزٌبَٓ ُٜب، ٢ٛ اُذاُخ اُ

ورمشأ: رىبًِ اٌذاٌخ ُزلبظَ اُذاُخ.  (dx)ٝرشٓض

(f(x)) ثبٌٕغجخ ٌـ(x) ٌٕٞٝك٢ ٛزٙ اُؾبٍ ثبُزاد، ر .

غُش ػ٤ِٔخ اُزٌبَٓ أُشاد اُو٤بّ ثٜب 

 dxxf )(


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ؽذٝد اُزٌبَٓ ُْ ٣زْ لإٔ  ،(indefinite)ِحذدح

 رؼ٤٤ٜ٘ب.

 (1.1ؽىً )

 ِٕحًٕ اٌذاٌخحغبة اٌّغبحخ رحذ 

 
أٓب ك٢ ؽبٍ رؼ٤٤ٖ ؽذٝد اُزٌبَٓ، كئٕ ػ٤ِٔخ اُزٌبَٓ 

 ، ًٔب ك٢ اُص٤ـخ اُزب٤ُخ:(definite)ُِحذدحرصجؼ 

 

 

 

ؾذٝد اُزٌبَٓ. ٣ٝوصذ ثٜزٙ ُ(a( ٝ )b)رشٓض ؽ٤ش

اُؼ٤ِٔخ إٔ ٗوّٞ ثؾغبة أُغبؽخ رؾذ ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ 

(f(x)اثزذاء )  ا ( اُو٤ٔخ ٖٓa) ا  ٝاٗزٜبء (ثبُو٤ٔخb)،  ًٔب

 (9.1ك٢ اُشٌَ)


b

a

dxxf )(
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ؽغبة أُغبؽخ رؾذ ٓ٘ؾ٠٘  ثؤٕ (9.2اُشٌَ ) ٣ج٤ٖ

 ر٘ز٢ٜ( aٖٝٓ اُ٘وطخ ) رجذأ( f(x)اُذاُخ )

ث٤ٖ ه٤ْ عبُجخ خلاٍ ٛزٙ اُلزشح رٔش اُذاُخ .ٝ(b)بُ٘وطخث

 ٓٞعجخ ثبُٔطِن. رجو٠ٝٓٞعجخ، ٌُٖ ه٤ٔخ أُغبؽخ 

 

 (1.1ؽىً )

 
رؾذ رجذأ ػ٤ِٔخ اُؾصٍٞ ػ٠ِ أُغبؽخ أُطِٞثخ 

ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ ثزوغ٤ْ اُلزشح إ٠ُ ٓعِؼبد ثغ٤طخ، ٤ُزْ 

رغ٤ٔؼٜب عضءا  عضءا ، ًٔب ك٢ اُشٌَ )(، ٝرُي ؽغت 

 اُخطٞاد اُزب٤ُخ:

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:39 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 اُزٌبَٓ( ٓجبدٟء 9) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

551 

 

٣bxaزْ روغ٤ْ اُلزشح ) ( إ٠ُ )nعضاء ( ٖٓ الأ

 ٔزغب٣ٝخ ثؼشضاُ
nix

n

ab
i ,...,2,1, 

 

ix)ٓعشٝثخثـ ِذاُخ ٓغبؽخ ًَ ٓعِغ ٓغب٣ٝخ ُرٌٕٞ 

.) 

 ٝرٌٕٞ أُغبؽخ ا٤ٌُِخ اُزوش٣ج٤خ ٓغب٣ٝخ ُـ
xxfxfxf n  )](...)()([ 21 

،روزشة أُغبؽخ (nػ٘ذٓب ٣زؼبظْ ػذد الأعضاء )

وذسح ُٔ ٖٓ أُغبؽخ اُلؼ٤ِخ. ٝرصجؼ أُغبؽزبٕ  اُ

 ٓزغب٣ٝز٤ٖ ػ٘ذٓب



b

a

nn dxxfxxfxfxf )()(...)()([lim 21 

٣صـش ٣ٝصـش إ٠ُ ُٞرخ٤ِ٘ب إٔ ػشض أُعِغ أخز 

، كئٕ اُ٘ز٤غخ أُ٘طو٤خ اُز٢ ٗصَ إ٤ُٜب ٢ٛ إٔ  ؽذ  ًبف 

أُغبؽبد ؿ٤ش أُؾغٞثخ رؤخز ثبلاٗؾغبس اُزذس٣غ٢، 

إ٠ُ إٔ رؤٍٝ إ٠ُ اُصلش. ٝٛٞ ٓب روّٞ ثٚ ػ٤ِٔخ 

 اُزٌبَٓ اُز٢ ٗزؾذس ػٜ٘ب.

اُزٌبَٓ خبسعخ  الإصجبربد اُش٣بظ٤خ ُؼ٤ِٔبدؽ٤ضؤٕ ٝ

ٌٗزل٢ ثئدساط اُوٞا٤ٖٗ اُز٢ كئٗ٘ب اٌُزبة،  ػٖ ٛذف

، ٝرطج٤وبرٜب بعٜب، ٝثؼط الأٓضِخ ػ٠ِ ًَ ٜٓ٘بٗؾز

 indefinite)حذودثذوْ ٝٗجذأ ثبُزٌبَٓ  الاهزصبد٣خ.
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integration ْؽ٤ش ُْ ٣زْ رؾذ٣ذ اُلزشح اُز٢ ٣ز ،)

 ؽغبة أُغبؽخ خلاُٜب.

 
XXI. (1.1) :ًِلىأُٓ اٌزىب 

 رىبًِ اٌثبثذ:

 

، ؽ٤ش (a)رٌبَٓ بُؾصٍٞ ػ٠ِ ؿججُ٘لزشض أٗ٘ب ٗش

(a) ٕصبثذ، كئ 

  baxadx 

 

ُٔؾذد اُز١ لاثذ ٓ٘ٚ ك٢ bؽ٤ش ) ( صبثذ اُزٌبَٓ ؿ٤ش اُ

ُٓؼ٤٘خ اُؾذٝد، ًٔب ػ٤ِٔ خأ٣ ٣زعؼ ك٢ خ رٌبَٓ ؿ٤ش 

 الأٓضِخ أُج٤٘خ أدٗبٙ.

 ( رىبًِ اٌثبثذ:1.1ِثبي )

 ٛٞ (a =10ُضبثذ )ارٌبَٓ 

  )(1010 xgbxdx 

 

(. اُذاُخ ثؼذ ػ٤ِٔخ اُزٌبَٓ ٢ٛ )لإٔ ٓشزوخ 

( إ٠ُ ص٤ـزٜب الأص٤ِخ، ؽ٤ش أسعؼ٘ب اُذاُخ )

 .(٢ٛٝ10 اُضبثذ )

 

10)(' xg

bxxg 10)(
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A. ( تكامل الثابت:9.2مثال ) 

 ( C=25ٞٛرٌبَٓ )

  bxdx 1025 

 

( ؽ٤ش )(a)( اٌّشفىع ٌٍمىحxرىبًِ اٌّزغُش )–ة

ٞٛ 

 

 

 ( رىبًِ اٌّزغُش:1.1ِثبي )

 ٛٞ(xرٌبَٓ أُزـ٤ش )

 

 

 

( ٛٞ اُضبثذ أُعبف ك٢ اُزٌبَٓ b(، ٝ )لإٔ )

ُٔؾذد.  ؿ٤ش اُ

 

 ( رىبًِ اٌّزغُش:1.1ِثبي )

x) رٌبَٓ
2

ٞٛ ) 

 

 

1a

 


 bx
a

dxx aa

1

1

bxdxx 
2

2

1

xxg )('

bxdxx 
32

3

1
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B. ج–( تكامل معكوس المتؽٌرX( أي ،)1/Xهو ) 

 

 

( ٛٞ اُو٤ٔخ أُطِوخ xأ١ إٔ رٌبَٓ ٓؼٌٞط أُزـ٤ش )

َ. اُطج٤ؼ٢ ُِٔزـ٤ش ٗلغٚ، ٓعبكب  إ٤ُٚ صبثذ اُزٌبٓ ُِٞؽ

 اُطج٤ؼ٢ اُِٞؽٝٛزا ٣زًشٗب ثٔشزوخ 

 

 

 

 

 

C. د–( تكامل ثابت نابٌرe( مرفوع لمتؽٌر )xهو) 

 
 

 

 ِشفىع ٌذاٌخ:(e)( رىبًِ ػذد أوٍَش 1.1ِثبي )

2)رٌبَٓ 

2 xxeٞٛ ) 

 

  bx
x

dx
ln

0
1))(ln(

)('

)ln()(





x
xdx

xd
xg

xxg

  bedxe xx
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 (.لإٔ )

 

D. تكامل الثابت مرفوع لدالة-هـ(bxa)هو 

 

 

 .( صبثذ اُزٌبkَٓؽ٤ش )

 

 

 ( رىبًِ اٌثبثذ ِشفىع ٌذاٌخ:1.1ِثبي )

 ( x35ٞٛرٌبَٓ )

  k
x

dx
x

x

)ln(3

5
5

3
3 

 

( صبثذ ٓعشٝة b( صبثذ اُزٌبَٓ، ٝ )kؽ٤ش )

 (.xثبُٔزـ٤ش )

 

 ( ٛٞ) رىبًِ–و
 

 

bedxxe xx 
22

2.

2

2

.2
)( x

x

ex
dx

ed


  k
ab

a
dxa

bx
bx

)ln(

xae

baedxea xx 
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ُٔؾذد. ٝاُص٤ـخ أػلاٙ bؽ٤ش ) (صبثذ اُزٌبَٓ ؿ٤ش اُ

ػ٤ِٜب إٔ ر٘طجن ػ٠ِ أ١ داُخ ٓعشٝثخ ثضبثذ. ٝٓضبٍ 

 ( ٛٞرٌبَٓ )

 

 

 

E. ( تكامل متؽٌر مضروب بعدد:9.7مثال ) 

 

 ٛٞ () رٌبَٓ

 

 

 

ُٔؾذد، لإٔ ٓشزوخ اُذاُخ kؽ٤ش ) ( صبثذ اُزٌبَٓ ؿ٤ش اُ

 ثؼذ ػ٤ِٔخ اُزٌبَٓ ٢ٛ

 

 
  

bax

 


  kx
b

a
dxxa bb 1

1

25)( xxf 

kxxdxx 



 3122 )3/5(

12

5
5

22 5)3/5(3)(' xxxg 
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F. ( 9.8مثال ):تكامل الدالة 

 

)(7210) ُذ٣٘ب اُذاُخ 23  xxxf.) 

 

 كئٕ

 

 

 

 ٘ؾصَ ػ٠ُِ( ٓشح ٝاؽذح، g(x)ُِٝزؤًذ دػ٘ب ٗشزن )

7210)( 23  xxxf 
 

ٖٓ ٛزا أُضبٍ ٗزٞصَ إ٠ُ هبػذح ػبٓخ، ٓلبدٛب إٔ 

رٌبَٓ أُغٔٞع ٣غب١ٝ ٓغٔٞع اُزٌبَٓ، ٝرٌبَٓ 

اُلشم ٣غب١ٝ كشم اُزٌبَٓ. ٝهذ رٞاعٜ٘ب ك٢ اُؾ٤بح 

اُؼ٤ِٔخ ؽبلاد ؿ٤ش رو٤ِذ٣خ ُذٝاٍ س٣بظ٤خ لا ٗغزط٤غ 

ثزٌبس٣خ. ٝاُضبٍ اُزب٢ُ ا٣غبد ؽٍِٞ ُٜب إلا ثطشم ا

 ٣ؼط٤٘ب كٌشح ػٖ ٝاؽذح ٖٓ ٛزٙ اُطشم.

 

)(
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G. ( 9.9مثال ):التكامل بالتعوٌض 

 

 (.اُذاُخ ) ذ٣٘بُ

اُطش٣وخ اُزو٤ِذ٣خ ك٢ ا٣غبد اُؾَ أُ٘بعت  لارغؼل٘ب

اٌزىبًِ ٝاُغش٣غ. ٝك٢ ٛزٙ اُؾبٍ ِٗغؤ إ٠ُ ٓب ٣غ٠ٔ 

ًٔب  ،(integration by substitution)ثبٌزؼىَط

:٢ِ٣ 

 ٗغؼَ 

 
 

 

 إرٕ

 

ٌٕٞ٣ ٚ٘ٓٝ 

 

 ٗؾصَ ػ٠ِ ،(wٝثبُزؼ٣ٞط أُجبشش ٌٓبٕ )

 

 ُٝٞ اكزشظ٘ب إٔ

)5(10)( 43  xxxf

)5( 4  xw

3
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dx
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 كئٕ

 

ٝاُغش ٛ٘ب ٣ٌٖٔ ك٢  أٗ٘ب اخزشٗب اُؼجبسح اُش٣بظ٤خ )

(، ٢ٛٝ اُص٤ـخ اُز٢ رؾ١ٞ أًجش هٞح )أطْ(، 

 .(wٝاخزضُ٘بٛب ك٢ ص٤ـخ ٓزـ٤ش ٝاؽذ )
 

H. ( 9.71مثال):التكامل بالتعوٌض 

 

 رٌبَٓ اُذاُخ ٗؾزبط

 
103)ُِٞصٍٞ إ٠ُ اُـب٣خ أُطِٞثخ ٗغؼَ  xw)ٕإر .(

wexf 5)( )ٕٝثبُزب٢ُ، كئ ، 

 

 

(1.1 ُّ  (:Definite Integration) حذد( اٌزىبًِ اٌ

ُّحذد٣ٌٔ٘٘ب إعشاء  حذود إرا ػِٔ٘ب ،اٌزىبًِ اٌ

ٝالأٓضِخ اُزب٤ُخ  (.integration limits)اٌزىبًِ

 رٞظؼ رُي.

 

bxxw 







 24 )5(

8

10
)(

)()4)(5)(2(
8

10
)(' 34 xfxxxw 










54 x

1035)(  xexf

  







  bedwedxxf xw 103

3

5
5)(

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e

co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:39 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



 اُزٌبَٓ( ٓجبدٟء 9) ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢ ػجذاسصام ث٢٘ ٛب٢ٗ

560 

 

I. ( 9.77مثال ):التكامل المُحدد 

 

 أُغبؽخ رؾذ ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ

 

 
 

 (.= x= 6( ٝ )8xث٤ٖ اُؾذ٣ٖ )

 (1.1ؽىً )

 رىبًِ اٌذاٌخ

 
 

 ٗوّٞ ثزشر٤ت اُزٌبَٓ ًٔب ٢ِ٣:

700
4

1 8
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3)( xxf 
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ٓب هٔ٘ب ثٚ ٛ٘ب ًبٕ إعشاء ػ٤ِٔخ اُزٌبَٓ ُِذاُخ )

 (، صْ رو٤ّٜٔب ػ٘ذ اُؾذ٣ٖ  

(x = 6( ٝ )x = 8)ؽ٤ش (9.3اُشٌَ ) ، ًٔب ك٢،

أُغبؽخ أُطِٞثخ ٢ٛ أُ٘طوخ أُظِِخ رؾذ أُ٘ؾ٠٘، 

 .(8( ٝ )6) ث٤ٖ اُؾذ٣ٖ أػلاٙ حٝأُؾصٞس

 

J. ( 9.72مثال ):المساحة تحت المنحنى 

 

 اُذاُخ

 
 = xٝ)(x=2أُغبؽخ رؾذ ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ ث٤ٖ )ٓب ٢ٛ 

 ؟ (2.5
 .() ،ٝث٘بءا  ػ٠ِ رُي ٣ٌٕٞ(ٗغؼَ )

 ثبُزؼ٣ٞط ٗؾصَ ػ٠ِ

 
 

 ( ٣ٞظؼ أُ٘طوخ أُؾغٞثخ ٓغبؽزٜب.9.4ٝاُشٌَ )

 

  

3)( xxf 

322)(  xexf

32  xw)2/(dwdx 

  67078.42 25.2
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 (1.1ؽىً )

 اٌّغبحخ رحذ إٌّحًٕ

 
 :اٌّغبحخ رحذ إٌّحًٕ( 1.11ِثبي )

 

( X = 2(، ث٤ٖ )أُغبؽخ رؾذ ٓ٘ؾ٠٘ اُذاُخ )

( ٝX = 4٢ٛ) 

 

 

 :زىبٌُف اٌحذَخاٌ( 1.11ِثبي )

( ك٢ marginal cost(MC)اُزٌب٤ُق اُؾذ٣خ )

ٓص٘غ شبشبد اُزِلبص ك٢ ششًخ اُششم الأٝعػ ٓؼطبح 

 ثبُذاُخ
2)3(5  Q

dQ

dTC
MC 

23)( xxf 

56864)3(
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( ُِزٌب٤ُق TCد٣٘بس ٌَُ شبشخ إظبك٤خ. ؽ٤ش رشٓض )

 ( ٤ٌُٔخ الإٗزبط.Qا٤ٌُِخ، ٝ )

ٓب ٢ٛ اُض٣بدح اُز٢ رطشأ ػ٠ِ اُزٌب٤ُق ا٤ٌُِخ إرا 

 ؟( ٝؽذح50( إ٠ُ )30أُ٘زغخ ٖٓ )صادد ا٤ٌُٔخ 

 33.140233)330(
3

5
)350(

3

5
)3(

3

5

)3(5)30()50(

3350

30

3

50

30

2



 

Q

dQQTCTC

 

 .(9.5، ًٔب ك٢ اُشٌَ )د٣٘بس

 (1.1ؽىً )

 
اٌىُّخ اٌزىاصُٔخ وفبئط اٌّغزهٍه (1.11ِثبي )

 :وفبئط إٌّزح

( S(Q)( ٝداُخ اُؼشض )D(Q)داُخ اُطِت )ُذ٣٘ب 

( P( )ثبلأُق غٖ شٜش٣ب ( ٝاُغؼش )٤ٌُٔQخ اُذ٣ضٍ )

 :ثبُذ٣٘بس

2
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 ػ٘ذ اُزٞاصٕ

3105.88

8278.8
8.0

651
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 (1.1ؽىً )

 

K. ( فائض المستهلكconsumer surplus (CS) )
هو المساحة المحصورة بٌن السعر التوازنً ونقطة 

 التقاء منحنى الطلب مع المحور العمودي. إذن

78.68583.779)15.0(
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100
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XXII. ( فبئط إٌّزحproducer’s surplus (PS) )

هى اٌّغبحخ اٌّحصىسح ثُٓ اٌغؼش اٌزىاصٍٔ ؤمطخ 

 اٌزمبء ِٕحًٕ اٌؼشض ِغ اٌّحىس اٌؼّىدٌ. إرْ

621.153)25.0(
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1

2

1
60(583.779
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8278.8

0

32

8278.8

0

2











 

QQQ

dQQQPS

 

 (.9.6أُق د٣٘بس، ًٔب ك٢ اُشٌَ )

ُّّىٓ ( 1.11ِثبي )  willingness)ِدّىع الإٔفبق اٌ

to spend:) 

رٔضَ داُخ اُطِت اعزؼذاد أُغز٤ٌِٜٖ ُلإٗلبم ػ٠ِ 

 اُغِؼخ ٓوبثَ أُغز٣ٞبد أُخزِلخ ٖٓ الأعؼبس. 
 (1.1ؽىً )

 
٣ٌٔ٘٘ب ؽغبة ٓغٔٞع الإٗلبم اُز١ هذ ٣وّٞ ثٚ 

أُغزٌِٜٕٞ ٓوبثَ ٓغز٣ٞبد الأعؼبس أٌُٔ٘خ، ٖٓ 

خلاٍ ؽغبة أُغبؽخ رؾذ ٓ٘ؾ٠٘ اُطِت، لأٜٗب رٔضَ 
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(، ًٔب total expenditure (TE))ِدّىع الإٔفبق

 (: 9.7ك٢ اُشٌَ )

TE = P x Q 
 

دػ٘ب ٗغشة رُي ػ٠ِ داُخ اُطِت ٖٓ أُضبٍ اُغبثن، 

 ًٔب ٢ِ٣:

925)1000)(15.0)(5.0(1000

)15.0)(
2

1
(10015.0100(

10

0

10

0

32



 




Q

Q

QQdQQTE

 

 أُق د٣٘بس.

 

A. ( 9.77مثال ) توزٌع الدخل ومنحنى لورنز ومعامل
 :جٌنً

 income) رىصَغ اٌذخ٣ًغزخذّ اهزصبد٣ٞ اُز٤ٔ٘خ 

distribution ٝ )ِٕحًٕ ٌىسٔض (Lorenz curve )

( ًؤدٝاد  رؾ٤ِ٤ِخ Gini coefficient) ِؼبًِ خٍُٕٝ 

رٞص٣غ اُذخَ ك٢ ٓغزٔغ ٓب. ٣ٝج٤ٖ  ػذاٌخك٢ ٓؼشكخ 

 رىصَغ اٌذخً اٌزشاوٍّ( ثؤٕ 9.10اُشٌَ )

(cumulative income distribution ٓؼط٠ )

ثبُٔ٘ؾ٠٘ الأؽٔش اُغ٤ٔي، اُز١ ٣غ٠ُٔ ٓ٘ؾ٠٘ ُٞسٗض. 
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اُز٢ رؾصَ ػ٠ِ ( F%)ٝٛٞ ٣ؼط٢ ٗغجخ اُغٌبٕ 

 . (I%) ٗغجخ ٖٓ اُذخَ ا٢ٌُِ

 ؽىً )(

 
 

%( ٖٓ اُغٌبٕ ٣ؾصَ 1ُٞ ًبٕ )ٝػ٠ِ عج٤َ أُضبٍ، 

%( ْٜٓ٘ ٣ؾصَ ػ٠ِ 2%( ٖٓ اُذخَ، ٝ )1ػ٠ِ )

%( 99%( ٖٓ اُذخَ، ٌٝٛزا إ٠ُ إٔ ٗصَ إ٠ُ )2)

%( ٖٓ اُذخَ، ُوِ٘ب 99ٖٓ اُغٌبٕ ٣ؾصِٕٞ ػ٠ِ )

ََ  ؤٕث ٓٞصع  ث٤ٖ اُغٌبٕ ثبُزغب١ٝ. ٝك٢ ٛزٙ  اُذخ

اُؾبُخ اُ٘ظش٣خ )أُغزجؼذح( ٣٘طجن ٓ٘ؾ٠٘ ُٞسٗض ػ٠ِ 

أ ة خػ اُزٞص٣غ أُزغب١ٝ، ٝرٌٕٞ ٓغبؽخ أُضِش )

( هذ اٗطجوذ ػ٠ِ ٗلغٜب. ٌُٖ الاخزلاكبد ك٢ رٞص٣غ ج
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  َ عبكش، ٓٔب  اُذخَ رؾذس ك٢ اُؾ٤بح اُٞاهؼ٤خ، ثشٌ

ٕ أًجش ٖٓ اُصلش. ( رٌٞد٣ؼ٢٘ ثؤٕ ٓغبؽخ أُ٘طوخ )

( ػ٠ِ دًِٝٔب ًبٕ ؽبصَ هغٔخ ٓغبؽخ أُ٘طوخ )

( هش٣جخ ٖٓ اُٞاؽذ اُصؾ٤ؼ، أ ة جٓغبؽخ أُضِش )

صادد اُزلبٝربد ك٢ رٞص٣غ اُذخَ. ًِٝٔب اهزشة 

ؽبصَ اُوغٔخ ٖٓ اُصلش اهزشة رٞص٣غ اُذخَ ث٤ٖ 

 أكشاد أُغزٔغ ٖٓ اُزغب١ٝ.

ُ٘لزشض ثؤٕ رٞص٣غ اُذخَ ك٢ ٓغزٔغ ٓب ٓؼط٠ 

 اُزب٤ُخ: ثبُص٤ـخ( L(F)ثٞاعطخ ٓ٘ؾ٠٘ ُٞسٗض )
2

3

)1(1(4)( FFFL  
 ٣ٌٔ٘٘ب إػبدح ص٤بؿخ اُذاُخ ًٔب ٢ِ٣:

2

3

2

3

)1(222(2

)1(1(4)(

FF

FFFL





 

اُز٣ٖ ٣ؾصِٕٞ ػ٠ِ  ٔغجخ الأفشادـ ( Fُؽ٤ش رشٓض )

 ُِٔغزٔغ. (I) ٔغجخ ِؼُٕخ ِٓ اٌذخً اٌىٍٍ

 (، ًٔب ٢ِ٣:٣Gٌٔ٘٘ب ؽغبة ٓؼبَٓ ع٢٘٤ )

%40)
5

4
12(2)1(

5

4
2(2

)1(222(2)1(1(4

1

0

2

5

2

1

0

1

0

2

3

2

3

















 

F

F

F

F

F

F
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dFFFdFFFG
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( ٣شعغ إ٠ُ اُغِطخ 0.4)ِؼبًِ خٍُٕإٕ رلغ٤ش ه٤ٔخ 

اُزوذ٣ش٣خ ُِجبؽش. كوذ ٣ؼزجشٛب اُجؼط ٓوجُٞخ ٝٓ٘طو٤خ، 

%(، ٝهذ 60لأٜٗب ثؼ٤ذح ػٖ اُٞاؽذ اُصؾ٤ؼ ثٔوذاس )

٣ؼزجشٛب اُجؼط د٤ُلا  ػ٠ِ عؤ رٞص٣غ اُذخَ ك٢ 

 أُغزٔغ.
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XXIII. اعئٍخ اٌفصً اٌزبعغ 

 أؽغت رٌبَٓ
1072)( 23  xxxxf 

 (.x = 2( ٝ )x= 5ث٤ٖ )

 

 أؽغت رٌبَٓ
2)ln(3 x 

 (.x = 3( ٝ )x = 10ث٤ٖ )

 

اؽغت ه٤ٔخ اُزٌب٤ُق ا٤ٌُِخ ٖٓ داُخ اُزٌب٤ُق اُؾذ٣خ 

 اُزب٤ُخ

 
10)( 2  QQQf 
 (.Q =10ػ٘ذ ) 
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XXIV. (1ٍِحك) 

( اٌزٌ اعزخذَ فٍ اٌشعُ MATLABثشٔبِح )

 ثلاثٍ الأثؼبد

 
clear 
clc 

l=[-100:10:100]; 

k=[-100:10:100]; 

a=1; 

for f=l 

    a=a+1; 

    s=1; 

for g=k 

        

Q(a,s)=3*f^0.5*g^0.3; 

        

Q1(a,s)=4*f^2+2*g^2+8*f+16*

g; 

        Q2(a,s)=2*f^2-

8*f*g+2*g^3+8*g; 

        s=s+1; 

end 
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end 

figure  

surf(l(1,2:20)’,k(1,2:20)’,

Q(2:20,2:20)) 

xlabel(‘x’); 

ylabel(‘y’); 

zlabel(‘f(x,y)’); 

figure 

surf(l(1,2:20)’,k(1,2:20)’,

Q1(2:20,2:20)) 

xlabel(‘x’); 

ylabel(‘y’); 

zlabel(‘f(x,y)’); 

figure 

surf(l(1,2:20)’,k(1,2:20)’,

Q2(2:20,2:20)) 

xlabel(‘x’); 

ylabel(‘y’); 

zlabel(‘f(x,y)’); 
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XXV. ًِشاخغ اٌهٕذعخ اٌزحٍٍُُخ واٌزفبظ 

 

- Casson, M. “Introduction to 

Mathematical Economics” Nelson Press, 

(1973). 
 

- Chiang, A., “Fundamental Methods 

of Mathematical Economics” 3ed Ed 

McGraw-Hill (1984). 

 

- Flanders, H. et al, “Calculus” 

Academic Press, (1970). 

 

- Salas, S., and Einar, H., “Calculus, 

One and Several Variables” 3ed Ed, 

John Wiley, (1978). 

 

- Swokowski, E. “Calculus with 

Analytic Geometry” PWS, (1975). 
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XXVI. إِبُٔىًَ وبٔػ 

(1724-1804) 
 

 
 

 

 

 

 

السماء المرصعة بالنجوـ فوؽ رأسي، والقانوف شيئاف يملآف قمبي دوماً بالإعجاب والخشوع: 
 الأخلقي في ضميري.
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XXVII. 11 

XXVIII. ٍاٌدجش اٌخط 

Liner Algebra 

 
 :(Vectors)المُتجيات 10.1ا

 المتجويُعرّفو المتجيات حالة خاصة مف المصفوفات، 
 quantity, magnitudeاكمية مع اتجاهبأني  vectorا

or length and direction  عمى سبيؿ المثاؿ .و
  متجياً Q=10,4  متجياً للؤسعار، و اP=2,5شكؿ اي

بيانياً عمى شكؿ سيـ لو  ولمكميات. ويمكف تمثيؿ المتج
  .10.1كما في الشكؿ ا ،بداية ونياية

 
  10.1شكؿ ا

  Bا والنياية  Aا المُتجو ذو البداية
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تمثؿ نقطة البداية قيمة اأو قيماً  مُحددة قد تكوف 

موجبة، سالبة أو أصفاراً، أو خميطاً منيا، وتمثؿ النياية 
وقسمة قيماً أخرى. ويمكف إجراء عمميات جمع وطرح 

المتجيات حسب قواعد رياضية مُحددة، ومنيا القاعد 
 التالية:
A.  الداخلً )حصٌلة النقطة( الناتجقاعدة(inner or 

dot product الضرب  ناتج(، وتُسمى فً بعض الأحٌان
(. وتتم كما فً المثال scalar product)الكمً الثابت

التالً: لو افترضنا أن لدٌنا متجهً الأسعار والكمٌات 
مذكورٌن أعلاه. ٌتم الحصول على ناتج ضربهما حسب ال

القاعدة أعلاه بجعل أحدهما متجه صؾ، والثانً متجه 
عمود )شرٌطة أن ٌكون عدد القٌم متساوٌاً فً الجهتٌن(، 

 الصؾ بالعمود بوتتم عملٌة الضرب القبلً بضر

 

 
 

 . ويوضح scalarتكوف النتيجة كمية عددية ثابتة ا
الشكؿ ا  أف المتجييف منبثقيف، في ىذه الحالة، مف 
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 ، نقطة الأصؿ، وأف انفراجيما قد صنع زاوية مقدارىا ا
حيث يمكف تقدير قيمتيا حسب قوانيف المتجيات والنسب 

 المثمثية التي تعاممنا معيا في الفصؿ الثاني.
 

  10.2شكؿ ا
 حصيمة الضرب الداخمي لمتجييف

 

 
  بأنو قيمة magnitude or lengthاطوؿ المُتجو يُعرف

الجذر التربيعي لحاصؿ جمع مربع مكوناتو، ويكتب 
   مثلًب:aرياضياً بالصيغة التالية، لممتجو ا
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  Pوعمى سبيؿ المثاؿ يبمغ طوؿ المتجو ا
 
 
39.5292542

2

2

1  PPP 
 

  Qو طوؿ المتجو ا
 
 

 
 

 الناتج  بدلالة امف قوانيف جيب التماـ تُعرؼ الزاوية 
 الداخمي و طوؿ كؿ مف المتجييف كما يمي:

 

01 4.46)69.0(cos

69.0
116.29

40

.

.
cos
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



QP

QP


 

 

77.10116161002

2
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  التي صنعيا انفراج المتجييف الزاوية امقدار أي أف 
  درجة تقريباً.46.4ا و  ىQ  و اPا
 

الداخمي ما يطمؽ عمييا  الناتجمثؿ يفي مثؿ ىذه الحالة 
 totalاالإيرادات الكميةفي الاقتصاد الجزئي 

revenueمما يعني أف الإيرادات الكمية ا ، TR  
 . ومف النتيجة أعلبه بصيغة المتجيات ىيا

الداخمي لأي متجييف إذا عممنا  الناتجيمكننا حساب 
الزاوية بينيما وحاصؿ ضرب طولييما. ومف الخواص 

الميمة لعممية الضرب الداخمي أف المتجييف المضروبيف 
 الناتجإذا كاف   orthogonalا يكوناف متعامداف

 الداخمي بينيما صفراً.
 

 جمع  المتجييف كما يمي:أو يمكننا طرح ا
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 أو 
 

 
 

B. ( المتجهات71.7مثال )( طرح )جمع: 

 
 ,P = - 5  و اQ = 4, 4لنفترض أف لدينا المتجييف ا

  . تكوف حصيمة طرحيما كما يمي:2
 
 

  10.3شكؿ ا
 طرح اجمع   المتجيات

]18[]410[]52[ QP

]18[]52[]410[  PQ
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 الشكؿ ا  الصورة البيانية لعممية الطرح.ويوضح 

 (:Matrices)المصفوفات 10.2ا

تستخدـ المصفوفات في عمميات رياضية كثيرة، وذلؾ 
مف الظواىر.  كثيرٍ  لسيولة استخداميا وتطبيقاتيا في

وتستخدـ، عمى وجو الخصوص، في التعبير عف 
المعادلات المكونةلمنظومة  مجموعة المتغيرات، أو

بقصد إيجاد حموؿ ليا. وعمى سبيؿ وذلؾ آنية،معادلات 
 المثاؿ، دعنا

]29[]25[]44[  PQ
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منظومة المعادلات نفترض أف لدينا
  التالية:simultaneous equations sysyemاالآنية
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يمكننا استخداـ المصفوفات لمتعبير عف ىذه المنظومة 

 كما يمي:
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مصفوفة  أف n x kحيث يقصد بػ ا
  nتتكوف مف ا  aijا coefficient matrixاالمعاملبت

 . columnsاالأعمدة  منk  واrowsاالصفوؼمف 
  مف الصفوؼ، kمف ا  xiابينما تتكوف المصفوفة  

 متجو عمودوعمود واحد فقط، وتسمى في ىذه الحالة
 ، وىي حالة خاصة مف vectorcolumnا

 مف  nكذلؾ مف ا  diاالمصفوفات. وتتكوف المصفوفة  
 الصفوؼ، وعمود وحد فقط، وىي متجو عمود.

 matrixاأبعاد المصفوفةيسمى عدد الصفوؼ والأعمدة

dimensions ويمكننا اختصار الصيغة أعلبه كما . 
 يمي:

 نفترض أف مصفوفة المعاملبت
 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:39 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



(   أعبع٤بد اُغجش اُخط10٢ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                            ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢                 )   

586 

 

 

 وأف

)1()1(

.

.

.
,

.

.

.

2

1

2

1



























































nk

d

d

d

d

x

x

x

X

nk

 

ىما متجيا المتغيرات والحموؿ عمى التوالي. يمكننا وضع 
 المعبرة عف المنظومةالصيغة 

 أعلبه كما يمي:
 

 

 
  ىما مصفوفة ومتجو أعداد حقيقية A ,dحيث أف ا

   مصفوفة Xثابتة عمى التوالي، وا
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ذا استطعنا  متغيرات حقيقية بالأبعاد المشار إلييا. وا 
Aإيجاد مصفوفة معينة، ويرمز ليا بػا

-1،  
 ، A  لػ اinverse matrixاالمصفوفة المعكوسةوتسمى
 بحيث

 
 

 
نكوف بذلؾ قد حصمنا عمى حموؿ لمنظومة المعادلات 

  xiا أي تعرفنا عمى قيـ المتغيرات ،أعلبه
التي تحقؽ منظومة المعادلات. وسنتحدث عف  

 ذلكبالتفصيؿ في الصفحات المقبمة إف
حف في حاجة إلى التعرؼ عمى نشاء الله. أما الآف ف

 كيفية التعامؿ مع المصفوفات والقوانيف 
 طالتي تحكميا.والشرو 

 
 :المعادلات الانية بصيغة المصفوفات  10.2مثاؿ ا

dAX 1
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 دعنا نفترض أف لدينا منظومة المعادلات الآنية التالية:

 
 

 
 يمكننا كتابة المنظومة عمى شكؿ مصفوفات كما يمي:

 

 

 ، في حيف أف أبعاد 3×3  ىي اAإف أبعاد المصفوفةا
ىي   d ، وأبعاد المتجو ا3×1  ىي اXالمتجو ا

  .3×1ا
 

 Transpose of a)منقوؿ المصفوفة 10.3ا

Matrix:) 
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يقصد بمنقوؿ المصفوفة، أف يتـ تغيير مواقع الأعمدة 
والصفوؼ لتحؿ مكاف بعضيا البعض. فمو كاف لدينا 

 المصفوفة
 

 فإف منقوليا ىو
 

 

 
Aا حيث ترمز

  Aلمنقوؿ المصفوفةا   ’
 

C. ( منقول المصفوفة71.3مثال ): 
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 :منقوؿ المتجو  10.4امثاؿ 

 

 ىو المتجو
 

انقمب إلى   column vectorا أي أف متجو العمود
  .row vectorا، متجو صؼ

 
 : magic matrixاالمصفوفة السحرية  10.5مثاؿ ا

 
 دعنا نفترض أف لدينا المصفوفة التالية:
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 ومنيا يكوف منقوليا
 

 
 لإف مجموع أي صؼ أو عمودسحريةمصفوفة سُميتوقد 

 ةأو قُطر في المصفوفتيف ىو نفسو. وفي ىذه الحال
  .15يكوف المجموع ا

 
 

D. (71.4:جمع وطرح المصفوفات) 

تُجمع المصفوفات وتُطرح شريطة أف تكوف أبعادىا 
 متساوية.

 
 :جمع وطرح المصفوفات 10.6مثاؿ ا

 
 ف:يف التاليتيلنفترض أف لدينا المصفوفت
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 و

 

 ، أو scalarويجوز ضرب المصفوفة بكمية ثابتةا
 .ولا يجوز القسمة عمى الصفرتقسيميا عمييا. 

 

ضرب المصفوفة وقسمتيا عمى كمية   10.7مثاؿ ا
 : ثابتة

)33()33(

353

755

972

123203

704114

272502











































 BA

)33()33(

113

733

532

123203

704114

272502













































 BA

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:40 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



(   أعبع٤بد اُغجش اُخط10٢ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                            ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢                 )   

593 

 

 
 لنفترض أف لدينا المصفوفة

 

 

 
  مف عناصر elementحيث ضُرِبَ كؿ عنصرٍا

  ، وأف3  بالكمية اAالمصفوفةا
 
 

)33(

2/12/30

212/5

2/12/31

2

1

2



















 A
A

 

عمى   Aاكؿ عنصر مف المصفوفة  بعد أف تـ تقسيـ
  .2الكمية ا

 Matrix)ضرب المصفوفات 10.4ا

Multiplication:) 
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تُضرب المصفوفات بعضيا ببعض حسب ترتيب مُحَدَدْ. 
  post-multiplicationااً ضرباً بعديفإما أف تضرب 

 . ولا تكوف pre-multiplicationااً ضرباً قبميأو 
معظـ الحالات، متساوية إذا تغير ترتيب النتيجة، في 

  B  بالمصفوفة اAالضرب. فإذا ضُربت المصفوفة ا
  قد ضُربت قبمياً A ، فإف المصفوفة اABكما في ا

  قد ضُربت بعدياً بالمصفوفة B ، أو أف اBبالمصفوفة ا
ولا يجوز ضرب مصفوفتيف اأو أكثر  إلا إذا كاف .  Aا

مساوياً لعدد الصفوؼ  عدد الأعمدة بالمصفوفة الأولى
 ، كما في عممية الضرب الآتية:بالمصفوفة الثانية
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 :ضرب المصفوفات 10.8مثاؿ ا

 
 اف المبينتاف أعلبه:لدينا المصفوفت

 
 

 قبمياً يُنتج: Bامع Aاإف ضرب 
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  بضرب كؿ عنصر في ABحصمنا عمى النتيجة ا
العنصر المقابؿ لو في   مع Aالصؼ الأوؿ لممصفوفة ا
 ، ثـ تُجمع لمحصوؿ عمى Bالعمود الأوؿ لممصفوفة ا

الصؼ الأوؿ. وتعاد العممية لمعمود الثاني..... وىكذا. 
ذا توفر شرط الضرب، أي أف يكوف عدد الأعمدة  وا 

فيالمصفوفة الأولى مساوياً لعدد الصفوؼ في المصفوفة 
مساوية لػ  الثانية، فإف المصفوفة الناتجة ستكوف بأبعاد

أعمدة الثانية ، كما ىو مبيف في × اصفوؼ الأولى 
 المثاؿ أعلبه.

 
E. ( ضرب المصفوفة بمنقولها:71.9مثال ) 

 
كما  ومنقولو ، Aدعنا نفترض أف لدينا متجو عمود ا

 يمي:
 

 المنقوؿ ىو

)(A
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 أُصلٞكخ الأص٤ِخ ٢ٛ

 

 
Aا   يساوي عدد صفوؼAبما أف عدد أعمدة ا

، فإف   ’
 الضرب قد تحقؽ. وينتج مف الضرب أفشرط 
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في  وفي حاؿ عكس ترتيب الضرب، أي ضرب 
 ، نحصؿ عمى Aا
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أي أف حاصؿ الضرب يُنتج مجموع مربعات قيـ المتغير 
لكف  . ا. أي أف scalarا، وىي كمية ثابتة 

 ،إلا في حالات خاصة، سنتحدث عنيا في ا
 الصفحات المقبمة.
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  C  واB  واAدعنا نفترض أف لدينا ثلبث مصفوفات ا
 وأردنا الحصوؿ عمى ضربيا حسب الترتيب

الضرب إلا إذا كانت أبعاد  ولا يتحقؽC) .(B) . (A). ا
كؿ مصفوفة متفقة مع شرط الضرب. أي لابد أف تكوف 

 الأبعاد، مثلًب، كما يمي:
 

 
 

 ونتيجة الضرب تكوف المصفوفة
مثاؿ، أف لدينا المتجيات الثلبثة لنفترض، عمى سبيؿ ال

 المبينة أدناه.فتكوف نتيجة الضرب
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F. ( 71.71مثال )اتضرب المصفوف: 

لنفترض أف ىناؾ شخصيف، دانا وعبدالرحمف. وأنيما 
يرغباف في شراء السمع المبينة  أسعارىا وكمياتيا في 
الجدوليف أدناه،ومف واحدة مف البقالتيف اأ  واب . 

المعمومات الواردة في الجدوليف في يمكننا وضع 
عطاء  مصفوفتيف ، ثـ إجراء الضرب المناسب، وا 

 التفسير المناسب لعممية الضرب.
 

 (Qٓصلٞكخ ا٤ٌُٔبد )

  ث٤ط ؽ٤ِت عٌش

 داٗب 2 3 1

 ػجذاُشؽٖٔ 1 1 4

 

 

 (Pٓصلٞكخ الأعؼبس )

عؼش  

 اُج٤ط

عؼش 

 اُؾ٤ِت

عؼش 

 اُغٌش

اُجوبُخ 

 )أ(

0.15 0.20 1.10 

 1.00 0.30 0.20اُجوبُخ 
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 )ة(

 

 

 ( ًٔب ٢ِ٣:P( ٝالأعؼبس )Qرٌٕٞ ٓصلٞكزب ا٤ٌُٔبد )

 

 

 وتكوف نتيجة الضرب كما يمي:
 

 

 
  تمثؿ ما ينفقو Eأما تفسير النتيجة فيي أف المصفوفة ا

دانا وعبدالرحمف لو تسوؽ كؿ منيما مف البقالتيف، كما 
 يمي:
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 Markovاسمسمة ماركوؼ  10.11مثاؿ ا

Chain  اتضرب المصفوفو: 
 

أجريت دراسة عف الإستخداـ اليومي لوسائط النقؿ، 
العامة والخاصة، في مدينة ما، فوجدت أف عدد 

  منيـ %75  شخص، ا2500مستخدمييا بمغ ا
  يستخدموف %25يستخدموف الوسائط العامة، وا

الوسائط الخاصة. وبعد سنة أجريت دراسة أخرى فوجدت 
يستخدموف الوسائط العامة  قد   ممف %60أف نسبة ا

  قد %40أبقت عمى استخداميا لوسائط النقؿ العاـ، وا
  ممف %10لجأت إلى وسائط النقؿ الخاصة، ونسبة ا
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يستخدموف الوسائط الخاصة قد لجأت إلى الوسائط 
  أبقت عمى استعماؿ الوسائط %90العامة، و ا

الخاصة. يمكننا وضع ىذه الحالة عمى شكؿ صوري 
 ات كما يمي:ومصفوف

 
 

أي أف عدد مستخدمي الوسائط العامة ىو 
   و عدد مستخدمي1875 = (2500×75.)ا

  وقت 625 = (2500×25.)الوسائط الخاصة ىو ا
 . وبعد سنة أصبحت كما يمي:الدراسة الأولى
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المصفوفة  ، وتسمىAدعنا نرمز لمصفوفة النسب بػ ا

عدد  ، ونرمز لمتجو transition matrixاالناقمة
 … ,i = 0, 1, 2 ، حيثاXiمستخدمي وسائط النقؿ بػ ا

,nوبناءً عمى ذلؾ فإف .  
 
 

 
 و

 
 حيث
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  لنتيجة الدراسة عند انتياء الفترة AX0وترمز ا

  لنتيجة الدراسة عند انتياء الفترة AX1الإبتدائية، و ا
الأولى، إذا بقيت أنماط الإستعماؿ متشابية بيف 

 الفترتيف.
 

  ثابتة، لكف Aملبحظة أف المصفوفة الناقمة امف الميـ 
  يتغير، وحاصؿ الجمع Xiتوزيع القيـ في المتجو ا

؟ . سمسمة ماركوؼثابت. الماذا ؟ . اولماذا سُميت 
  . AX5أحسب ا

 
 ، integerيمكننا رفع المصفوفة المربعة لقوة كاممة ا

 كما في عممية الضرب التالية:
 المربعةلنفترض أف لدينا المصفوفة 

 
 فإف
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 وبشكؿ عاـ، فإف

 
 عمماً بأف

 
 

  مصفوتاف مربعتاف مف نفس B  و اAإذا كانت ا
 الحجـ فإف

 

 
 

وىذه النتيجة شبيية بنتيجة فؾ الأقواس في الحساب 
 العادي.

 
نموذج ب. ىػػ. االنمو في عدد السكاف  10.12مثاؿ ا
  :ليزلي

 




























22

22

11

11
.

11

11
.AA

1...
22

22
11

11















nA
nn

nn

n

srsr AAA .

rssr AA )(

222 2)( BABABA 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:40 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



(   أعبع٤بد اُغجش اُخط10٢ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                            ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢                 )   

607 

 

جيؿ كامؿ لنفترض أننا ندرس ظاىرة نمو السكاف خلبؿ 
 ، في مجتمع يتميز بما يمي:full generation 26ا

  .1600عدد الأطفاؿ الإناث تحت سف الإنجاب ا

عدد الإناث القادرات عمى الإنجاب تحت سف الثلبثيف 
  .2000ا

عدد الإناث القادرات عمى الإنجاب فوؽ سف الثلبثيف 
  .1000ا

  .5معدؿ الولادات لمنساء تحت سف الثلبثيف ا

  .3الولادات لمنساء فوؽ سف الثلبثيف امعدؿ 

احتماؿ أف تصؿ الطفمة سف الإنجاب تحت سف الثلبثيف 
  .%95ا

احتماؿ أف تصؿ المرأة تحت سف الثلبثيف إلى سف فوؽ 
  .%99الثلبثيف ا

ماىي التغيرات التي تطرأ عمى توزيع عدد السكاف خلبؿ 
 فترة الجيؿ الكامؿ؟
                                                 

 لأنثى منذ ولادتيا وحتى انتياء فترة خصوبتيا.يُقصد بالجيؿ الكامؿ " بداية حياة ا -26
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صورة مصفوفات يمكننا وضع المعمومات أعلبه في  
 عمى النحو التالي:

 

 وبالتالي فإف المصفوفة ىي
 

 
ماىي التغيرات التي تطرأ عمى توزيع السكاف خلبؿ 

 الجيؿ القادـ؟

 (:Identity Matrix)مصفوفة الوحدة 10.5ا

  squareمربعة ا تُعرؼ مصفوفة الوحدة، بأنيامصفوفة
عمى  principal diagonalايحتويقطرىا الرئيسي
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 ،الصحيحة فقط وأصفاراً في المواقع الأخرىالآحاد 
 أبعاد المصفوفة.  nاحيث تمثؿ  ويرمز ليا بالرمز 

 :مصفوفة الوحدة  10.13مثاؿ ا
 

 

مف خواص ىذه المصفوفة أنيا تؤدي عمؿ الواحد 
 الصحيح في العمميات الحسابية العادية، أي أف

 
 
   و
 

 .الأبعاد  متساويةمربعة دائماً، اأي كما أف 

 Symmetric)المصفوفة المتطابقة االمتماثمة  10.6ا
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تعرؼ المصفوفة المتطابقة بأنيا مصفوفة لا يتغير 
 . transposeاشكميا بعد إجراء عممية النقمميا

 
 لدينا المصفوفة:مثاؿ ا  

 
 

 و                   
 أي أف
 

إلا إذا كانت   متماثمةا متطابقةولا تكوف المصفوفة 
 . ومف صفات squareأبعادىا متساوية، أي أنيا مربعةا

 المصفوفات المنقولة ما يمي
 

منقوؿ المصفوفة المنقولة يعطي المصفوفة الأصمية، أي 
 أف
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يعطي   Bاو  Aامنقوؿ حاصؿ ضرب المصفوفتيف 
، مع تغير  Aامع منقوؿ   Bاحاصؿ ضرب منقوؿ 
 ترتيب الضرب، أي أف:

 
يعطي   Bاو  Aامنقوؿ حاصؿ جمع المصفوفتيف -ج

 ، أي أف Bاومنقوؿ   Aاحاصؿ جمع منقوؿ 
 

 و
 

 

G. (71.7)معكوس المصفوفة(Inverse Matrix :) 

 ، اأو المصفوفة المعكوسة ، Aمعكوس المصفوفةايُعرّف
Aاويرمز لو بالرمز 

بأنيا المصفوفة ذات   1-
 التالية:الصفة

 
 

ABAB )(

BABA  )(

BXABXA  )(

nnnnn IAAAA   11
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معكوس مصفوفة ما، يجب أف وكي نتمكف مف اشتقاؽ 
 يتوفر فييا شرطاف:

 
 أف تكوف مربعة، أي أف أبعادىا متساوية. -أولاً 
 

  determinantامحدداتياأف لا تكوف قيمة  -ثانياً 
وعادة ما تسمى المصفوفة التي تكوف محددتيا  .صفراً 

  .singularصفراً بالمُفردة ا
 (:Determinant)المُحَدِدَة 10.8ا

اجتنا إلييافي ىذا السياؽ المحددة في سياؽ حتُعرّؼ 
بأنيا الكمية التي تحدد وجود أو عدـ وجود مصفوفة 
معكوسة لممصفوفة الأصيمة.  ويتـ الحصولعمييا مف 
ضرب عناصر الصؼ الأوؿ لممصفوفة بالعناصر 

  المقابمة ليا كما في المثاؿ التالي:cofactorالمشتركةا
 

 :محددة المصفوفة  10.14مثاؿ ا
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 لنفترض أف المصفوفة

 
 

 
 ىي محددة ىذه المصفوفةإف 
 

 
 

وما   .Aاإلى محددة المصفوفة  det(Aاحيث ترمز 
القطر الرئيسي  الأوؿ في عددالقمنا بو كاف مجرد ضرب 

بالعدد الثاني عمى نفس القطر امف الأعمى إلى الأسفؿ  
وطرح الناتج مف حاصؿ ضرب عددي القطر الثاني، 

. ، مع أخذ الإشارة بعيف الإعتبارمف الأسفؿ إلى الأعمى
وعندما تزداد أبعاد المصفوفة، فإف إيجاد المُحدِدَة يتطمب 










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32
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)32()12()det(
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A
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جاد قيمة تقسيـ المصفوفة إلى مصفوفات جزئية، ثـ إي
 كؿ منيا، كما يتضح مف االمثاؿ التالي.

 :محددة المصفوفة  10.15مثاؿ ا
 

 لدينا المصفوفة
 

 

 كما يمي:محددتيا تكوف 
 

     
64

)1)(5()2)(2(3)1)(1()4)(2()1)(2()4)(5(2

21

52
det3

41

12
det)1(

42

15
det2)det(




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









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





B

 

دعنا نوضح الطريقة التي يتـ مف خلبليا الحصوؿ عمى 
 محددة المصفوفة، والمصفوفات الجزئية، مف المصفوفة 

 

 كما يمي:
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نضرب العدد الأوؿ، االشماؿ الغربي ، الأولى:الخطوة 

بعد شطب الصؼ والعمود الذي ينتمي إليو العدد، 
 بالمصفوفة المتبقية.

 
2 

 وتؤخذ الإشارات، سالبة أو موجبة، بعيف الاعتبار.
 

نضرب العدد الأوسط العموي بعد تغيير  الخطوة الثانية:
إشارتو وشطب الصؼ والعمود الذي ينتمي إليو، 

 فوفة المتبقية.بالمص
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نضرب العدد الثالث االشماؿ الشرقي ،  الخطوة الثالثة:
بعد شطب الصؼ والعمود الذي ينتمي إليو، بالمصفوفة 

 المتبقية.
 

3 
 

وأخيراً نجمع حاصؿ ضرب الأعداد الثلبثة بمحددات 
المصفوفات الثلبث، فيكوف حاصؿ الجمع ىو قيمة 

 المحددة.
 :المصفوفةمحددة   10.16مثاؿ ا

 
 لنفترض أف لدينا المصفوفة

 

 إذف
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إذا كانت أبعاد المصفوفة أكثر مف ثلبثة، فإف قيمة 
المحددة تحتسب مف حاصؿ ضرب الأعداد العموية، بعد 
شطب الصؼ والعمود الذي ينتمي إليو كؿ عدد عمى 
حده بمحددات المصفوفات المتبقية. ويتـ تغيير إشارة 
العدد في كؿ خطوة متعاقبة، مع أخذ إشارة العدد بعيف 

 الاعتبار. 
 

H. ( محددة مصفوفة رباعٌة71.77مثال ): 

 
 

 لدينا المصفوفة الرباعية

   كما يمي:Kتكوف محددة المصفوفة ا
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ثـ تحسب قيمة المحددات كالمعتاد. قـ بما تبقى مف 
  . 40خطوات، آخذاً بالعمـ أف قيمتيا ىي ا

 
 (:Cross Product) ناتج الضرب التقاطعي 10.9ا

  و i=[1 0 0]دعنا نتخيؿ المتجيات الثلبثة ا
 ، حيث يبمغ طوؿ كؿ واحدٍ k=[001]  و اj=[010]ا

 . إف كؿ متجوٍ منيا unit vectorمنيا وحدة واحدة ا
ينبثؽ مف نقطة الأصؿ، ويمكف تمثيميا بيانياً كما في 

 أ ، ب  أدناه.  10.4ا يفالشكم
   أ10.4شكؿ ا
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قاعدة وتسمى قاعدة الضرب ىذه، في بعض الأحياف،  
  المصورة بيانياً في right hand ruleا 27اليد اليمنى
  ب، أدناه.4.3الشكؿ ا

  

                                                 

لمحددة ىذه التسمية مُقتبسة أصلًب مف عممي الفيزياء االكيرباء والمغناطيسيا  والميكانيكا، ولا غنى عف إقحاميا ىنا لتوضيح المعنى اليندسي  -20
 المصفوفة.
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 : قاعدة اليد اليمنى  ب10.4شكؿ ا
 

 

  المُشكؿ مف مكونات ثابتة aلو افترضنا وجود المتجو ا
   كما يمي:scalarsا
 

 
أو   i j k نستطيع تمثيؿ ىذا المتجو بدلالة المتجيات ا

 كما يمي:  X, Y, Zا
 

 
 حيث

]00[]00[]00[][ 321321 aaaaaa  

][ 321 aaaa 

kajaiaa 321 
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مف أجؿ توضيح الفكرة دعنا نفترض أف لدينا المتجييف 
   ، وأنيما يتشكلبف مف ثلبثة مكونات اb  و اaا

  ، عمى التوالي. إذف و ا
 
 

 
  كما b  و اaلممتجييف ا الضرب التقاطعيناتجيُعرّف
 يمي:
 

 

 
  5.3الضرب بيانياً كما في الشكؿ ا ناتجيمكننا تمثيؿ و 

امتوازي  عبارة عف مساحة الشكؿ الرباعي وأدناه. وى
  .b  و اaالمحصور بيف المتجييف ا الأضلبع 
  10.5شكؿ ا
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  bا و  aاحصيمة الضرب التقاطعي لممتجييف 

 
ومف قوانيف الجيب يمكننا حساب المساحة بواسطة 

 الصيغة التالية:
 

 
  و a  لطوؿ المتجييف ا  و احيث ترمز كؿ مف ا

  المحصورة   لجيب الزاوية اعمى التوالي، و ا  bا
  a x bبيف المتجييف، مما يعني أف مُحددة المصفوفة ا

ىي القيمة المطمقة لمساحة متوازي الأضلبع المبيف في 
   أعلبه.5.3الشكؿ ا

 
 اشتقاؽ المصفوفة المعكوسة: 10.10ا

sin.baba 

ab

sin

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:40 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



(   أعبع٤بد اُغجش اُخط10٢ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                            ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢                 )   

623 

 

يتـ اشتقاؽ المصفوفة المعكوسة مف مصفوفة مربعة 
، وذلؾ لا تكوف محددة المصفوفة صفراً عمى أف فقط، 

 بإتباع  الخطوات التالية:
 لنفترض أف المصفوفة

 

 

 
إلى موقعي الصؼ والعمود عمى   i , j احيث ترمز 

 التوالي.
 

ننشىء مصفوفة مف حاصؿ ضرب  الخطوة الأولى:
بقيمة المحددة المتبقية، بعد شطب الصؼ  العدد

ونبدأ مف العنصروالعمود المذيف ينتمي إلييما العنصر
مصفوفة العناصر . حيث تسمى ىذه المصفوفة 
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 ، التي أشرنا إلييا سابقاً، ويرمز cofactorsاالمشتركة
  .Cofليا بالرمز ا

 
 :مصفوفة العناصر المشتركة  10.18مثاؿ ا

 
 لنفترض أف لدينا المصفوفة

 
  كما Cijيمكننا استخراج مصفوفة العناصر المشتركة ا

 يمي:
 

 

 
  Cofا في مصفوفة الػ  Cijايتـ ترتيب قيـ العناصر 

 كما يمي:
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،  cofactorبالعامؿ المشترؾا حيث تسمى كؿ مف 
 لمعدد الذي أنشئت مقابمو.

 
 :مصفوفة العناصر المشتركة  10.19مثاؿ ا

 
 لنفترض أف لدينا المصفوفة

 
 إذف فإف مصفوفة العوامؿ المشتركة مكونة مما يمي:
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 ٝأخ٤شا                                

 
 إذف
 

 

 
ذا كانت أبعاد المصفوفة أكثر مف ثلبثة، فإف استخراج وا 

 .يتـ بنفس الطريقة لكؿ 
 

نأخذ منقوؿ مصفوفة العناصر المشتركة،  الخطوة الثانية:
،  adjoint matrixاويسمى الناتج المصفوفة المجاورة،

  .adjويرمز ليا بػ ا
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I. ( المصفوفة المجاورة71.21مثال ): 

 
 المصفوفة المجاورة مف المثاؿ ا  ىي

 
 

 

 
يُقسَّـ كؿ عنصر مف عناصر المصفوفة الخطوة الثالثة:

المجاورة عمى محددة المصفوفة الأصيمة، فتكوف النتيجة 
 . ىي المصفوفة المعكوسة 

 
 :معكوس المصفوفة  10.21مثاؿا

 
  14.3المصفوفة مف المثاؿ امعكوس 
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يتـ بقسمة عناصر المصفوفة المجاورة عمى محددة 

 المصفوفة، وىي
 

 فينتج
 

 حيث
 

 :معكوس المصفوفة  10.22مثاؿ ا
 

  15.5معكوس المصفوفة مف المثاؿ ا

 
 

 
 ىي  Bاإذف، فإف المصفوفة المعكوسة لػ 
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J. ( المصفوفة المعكوسة وحل المعادلات 71.23مثال )
 :الآنٌة

 
 لنفترض أف لدينا منظومة المعادلات الآنية

 

 

 
  .نستخدـ الصيغة ا

 إذف
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 أي أف
 

 
 ذات الصفة التالية:لو استطعنا ايجاد المصفوفة

 
 

 
التي تحقؽ منظومة  نكوف قد حصمنا عمى قيـ
مصفوفة الآحاد. ومف المثاؿ   Iاالمعادلات، حيث تمثؿ 

    السابؽ قمنا باشتقاؽ المصفوفة المعكوسة 23.3ا
 وكانت

 
 

 
 ، وبالتالي فإف Aاوىي نفس معكوس المصفوفة 
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XXIX.  (11.11:خىاؿ اٌّصفىفخ اٌّؼىىعخ ) 

  وأنو C  واB  واAلنفترض أف لدينا المصفوفات ا
 يمكف إيجاد معكوساتيا، فإف

 
 

 الاحظ تغير الترتيب! 
 

 الأصيمةمعكوس المصفوفة المعكوسة ينتج المصفوفة 
 أي أف

 
 
معكوس منقوؿ المصفوفة ينتج منقوؿ المصفوفة -ج

 المعكوسة.
 

 (:Quadratic Form)الصيغة التربيعية  10.12ا
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 لنفترض أف لدينا المعادلة 

 
 

 

الصيغة تسمى الصيغة التي كُتبت فييا ىذه المعادلة 
  و X  في المتغيريف اquadratic formاالتربيعية

المعادلة تشكمت مف مجموع عبارات  ، وذلؾ لأف Yا
تربيعية أو حاصؿ ضرب لمتغيرات يكوف مجموع القوى 

  . وعمى سبيؿ المثاؿ تعتبر الممعادلة2ليا مساوياً  لػ ا
 

 
 

 ، أو أف 2صيغة تربيعية، لأف المتغيرات مرفوعة لمقوة ا
 . أما الصيغة ا2حاصؿ جمع القوى المضروبة ىو ا
  مرفوعة Yالعبارة ا   ليست تربيعية بسبب وجود
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  وليست مضروبة بمتغير آخر مرفوع لنفس 1لمقوة ا
 القوة.

 
يمكننا دائماً  وضع الصيغة التربيعية عمى شكؿ 

مصفوفات ومتجيات ومعادلات. وعمى سبيؿ المثاؿ، 
 يمكننا وضع الصيغة

 
 

 
 بالشكؿ التالي

 
 

  و Xفي ىذا السياؽ لابد مف ملبحظة أف معاممي ا
 ، وضِعا في القطر الرئيسي، في حيف وضِعَ ا  قد Yا
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 ، في القطر XYأي نصؼ معامؿ حاصؿ الضرب ا
 المعاكس اغير الرئيسي .

 
 أو عمى سبيؿ المثاؿ
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، وأف تمثؿ مصفوفة ذات أبعاد   Xانفترض أفل
 ، فإفتمثؿ مصفوفة متطابقة ذات أبعاد   Aا

 
 

اإذا توفرت شروط التربيعية الصيغةيسمى ىذا الشكؿ 
  Yاالضرب لممصفوفات الثلبث ، ويمكننا أخذ مشتقات 

 كما يمي بالنسبة لممتغيرات 
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 يمكف وضع المشتقات بصيغة مصفوفة كما يميو 
 

 
  بعد 2  قد استبُدلت بالعدد ايلبحظ أف المصفوفة ا

  . أخذ المشتقة لػ ا
 :الصيغة التربيعية  10.25مثاؿ ا

 
  Xوالمتجو ا  A)لدينا المصفوفة المتطابقة 
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 :مشتقة الصيغة التربيعية  10.26مثاؿ ا

 
 التالييف:  Xاوالمتجو   Aالدينا المصفوفة 
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 و  2ا أف المعامميف  انلبحظ مف المعادلة 
قد أتيا مف القطر الرئيسي لممصفوفة، والمعامؿ   5ا

 .ىو حاصؿ جمع عناصر القطر المعاكس  6االأوسط 
 

 :مشتقة الصيغة التربيعية  10.27مثاؿ ا
 

 التالييف:  Xاوالمتجو   Aالنفترض أف لدينا المصفوفة 
 

 
 فإف
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قد   4ا و  4ا نلبحظ في المعادلة الأخيرة أف المعامميف

 أتيا مف القطر الرئيسي لممصفوفة، وأف المعامؿ الأوسط
ىو حاصؿ جمع العدديف الواقعيف غي القطر غير   14ا

. وىذا ما يفسر توزيع معممات  النموذج االرئيسي
  في المصفوفة التي اشرنا إلييا 

 ربيعية.في مقدمة الحديث عف الصيغة الت
 

 وبالتالي فإف
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XXX. (11.11)سرجخ اٌّصفىفخ(Matrix Rank:) 

تعرّؼ رتبة المصفوفة بأنيا الحد الأقصى لعدد الصفوؼ 
. ويقصد أو الأعمدة المستقمة خطياً عف بعضيا البعض
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أف لا   liner independenceاالاستقلبؿ الخطيػ ب
يعتمد أحد الأعمدة عمى عمود أو أعمدة أخرى، ولا 
 .يعتمد أحد الصفوؼ عمى صؼ أو صفوؼ أخرى

 .r (A)  بػ Aوعادة ما يرمز لرتبة المصفوفة ا
 
 
 

A. ( 71.28مثال )رتبة المصفوفة: 

 
 نفترض أف لدينا المصفوفة

 
 نلبحظ أف

 
 

أي أف الصؼ الأوؿ يساوي نصؼ الصؼ الثاني، أو أف 
ذلؾ فإف لالثاني يساوي ضعؼ الصؼ الأوؿ، و الصؼ 
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الصفيف يعتمداف عمى بعضيما البعض اغير مستقميف ، 
  لأف الحد 1افي ىذه الحالة رتبة المصفوفةوتكون

 ، 1الأقصى لمصفوؼ أو الأعمدة المستقمة خطياً  ىو ا
ف أي عدد فردي مما تبقى منيا يشكؿ مصفوفة أحادية  وا 

 . 1البعد ورتبتو ا

 ما يمي:لرتبةمف صفات ا
 
، أي أف رتبة المصفوفة تساوي   r(A) = min(n x kا

 . Aامصفوفة الأقؿ البُعديف في 
 

  مصفوفة A، فإف لممصفوفة ا r(A) = n = kا إذا كاف
Aا معكوسة ىي

-1 . 
 
  r(A)  = ا’r(Aا
  r(A)ا AA’ = rا A = rا
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  إذا full rankاكاممة الرتبةنقوؿ عف المصفوفة أنيا 
الصفوؼ والأعمدة مستقمة عف بعضيا كانت كؿ 
    .البعض

 تمييزاستخداـ رتبة المصفوفة لمتأكد مف وعادة ما يتم
 .لاقتصاد القياسيفي االمعادلاتالآنية اتشخيص 

 
 :رتبة المصفوفة  10.29مثاؿ ا

 
 لنفترض أف لدينا المصفوفات الثلبث

 
  

 فإف
 

 
 :رتبة المصفوفة  10.30مثاؿ ا
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 المصفوفة التالية:لنفترض أف لدينا 

 

 
ىناؾ ثلبث مصفوفات مربعة يمكننا تشكيميا مف 

 المصفوفة أعلبه، وىي 
 
 

 
 
 

وكؿ محدداتيا مساوية لمصفر. وحيث أف ما تبقى مف 
مصفوفات ىي أحآدية البعد فإف رتبة المصفوفة ىي 

 . 28 1ا
                                                 

 كما في المثاؿ التالي:   في حساب رتبة المصفوفة بكؿ سيولة،MATLABيمكننا استخداـ برنامج ا -28
A=[2 3 2; 2 3 2;5 8 13] enter rank(a) enter 

Ans=2 
  .2والجواب ىو أف الرتبة ىي ا
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 (:Cramer’s Rule)قاعدة كرامر 10.14ا

 
لممصفوفة المعكوسة، في تستخدـ ىذه القاعدة كبديؿ 

 مف إيجاد قيـ المتغيرات التي تحقؽ منظومة معينة
المعادلات الآنية الخطية. لنفترض أف لدينا المنظومة 

 التالية:
 

 
 

متجو   Xا ، و مصفوفة ثوابت بأبعاد ا Aاحيث 
  .متجو حموؿ بأبعاد ا  dا ، و متغيرات بأبعاد ا

 إذف فإف
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التي تحقؽ المنظومة أعلبه قيـ قاعدة كرامر تعطينا  

 مف خلبؿ الخطوات الأربع التالية:ذلؾ بطريقة سريعة، و 
 

 ، أي A:إيجاد محددة المصفوفة االخطوة الأولى
 .A detا
 

  مكاف أوؿ عمود d: وضع المتجو االخطوة الثانية
ثـ إيجاد قيمة المحددة الحاصمة مف   Aابالمصفوفة 

 ،الاستبداؿ، ولنرمز لممحددة الناتجة بالرمز
 

  فتكوف ا
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مكاف العمود الثاني   dاوضع المتجو  الخطوة الثالثة:
، ثـ إيجاد قيمة المحددة الحاصمة مف  Aابالمصفوفة 

 .الاستبداؿ، ولنرمز لممحددة الناتجة بالرمز 
      فتكوفا

 
تكرار العممية بنفس الترتيب لمحصوؿ  الرابعة:الخطوة 
 المتبقية. وىكذا لبقية القيـ.  x3ا عمى قيمة

 
 
حؿ منظومة المعادلات الآتية بطريقة   10.31ؿ امثا

 :كرامر
 

 لنفترض أف لدينا المنظومة
 

 أي أف
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 حيث
 

 و
 

 
  إذف فإف ا

 و
 

  وأف ا
 

 :الآنية قاعدة كرامر ومنظومة المعادلات  10.32مثاؿ ا
 

 لنفترض أف لدينا منظومة المعادلات الآنية التالية:
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 يمكننا ترتيب المصفوفات المطموبة كما يمي
 

 

 
 

 ومنيا
 

 إذف
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 Nationalاالدخؿ القومي في مصفوفة  10.33مثاؿ ا

income in matrix form:  
دعنا نفترض نموذج الدخؿ الوطني معطى بالصيغة 

 التالية:
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  للبستثمار I0  لمدخؿ الكمي، و اYحيث ترمز ا
  لنفقات الحكومة المستقمة G0المستقؿ عف الدخؿ، و ا

 عف الدخؿ.
 يمكننا وضع ىذه المعمومات في مصفوفة كما في الشكؿ

  ، ونجد الحؿ الذي يحققيا، كما يمي:ا المعياري
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المُػتجيات والقيـ الكامنة اقيـ ومتجيات   10.15ا
 (:Latent (Eigen) Vectors and Values)أيغف 

تعتبر القيـ والمتجيات الكامنة مف أىـ موضوعات الجبر 
الخطي، وذلؾ نظراً  لكثرة استعمالاتيا التطبيقية وفوائدىا 

 في فيـ منظومات المعادلات. 
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، وأف  n x nامصفوفة بأبعاد   Aادعنا نفترض أف 
 b1ا، وأف  nx1امتجيات أعمدة بأبعاد  y1, y2, …ynا

,  b2 , …,bn   سمسمة مف الأوزاف العددية
 . numerical weightsا
 إذا جعمنا 
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ذا كانت المُتجيات  حمولًا غير صفرية   yi اوا 
، وتحقؽ منظومة معادلة  nontrivial solutionا

 المصفوفات
 

 
عدد حقيقي، فإنا نحصؿ عمى سمسمة مف   cاحيث 
 الشكؿ
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وىذه نتيجة ميمة جداً، وليا تطبيقات مفيدة في الاقتصاد 
.  ومف  أىـ تطبيقاتيا في مجاؿ اختبار وغيره مف العموـ

التداخؿ إشارة المصفوفة، و اختبار ما يسمى
 ، واختبار multicolinearityاالخطي

منظومة ما، كما سيتضح في   stabilityاقرارتاس
الأمثمة المقبمة. ويتـ ذلؾ بإيجاد حموؿ لمنظومة معادلات 

 مف الشكؿ التالي:
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مربعة ومعمومة القيـ،   Aامصفوفة المعاملبت تكوف حيث
 ، وأف transition matrixاالمصفوفة الناقمةمىوتس

   مجيولاف.c  والثابت اXالمتجو ا
ممنظومة واختبار إشارة المصفوفة، للمحصوؿ عمى حموؿ 

 eigenااالكامنة  نمجأ إلى استخداـ قيـ ومتجيات إيغف

values, and eigenvectors  كما يمي 
 
 

 إلى مصفوفة الآحاد. إذف  Iاحيث ترمز 
 

 
 

 
 

 characteristicاالمصفوفة المميزة A – cIاتسمى 

matrix   الػA   اويسمى الثابتc  الجذر المميز أو
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. ويسمى قيمة أيغفأو   latent rootاالجذر الكامف
المتجو الكامف أو متجو أو المتجو المميز  Xاالمتجو 
 المميزة عمى الشكؿ التالي:. وتكتب المصفوفة ايغف
 

 

 
لمنظومة  يةمف أجؿ الحصوؿ عمى حموؿ غير صفر 

المعادلات أعلبه، فإف محددة المصفوفة المميزة يجب أف 
 تكوف صفراً، أي أف

 
 

وحيث أف ذلؾ يؤدي إلى وجود عدد لا نيائي مف الحموؿ 
، فإف العادة قد جرت عمى جعؿ مجموع  Xالممتجو 
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مساوياً لمواحد الصحيح.   Xامربعات عناصر المتجو 
  .normalizationوىي عممية معروفة بػ ا

 
 :الجذور والمتجيات الكامنة  10.34مثاؿ ا

 
 نفترض أف
 

 إذف
 

 
 29حددة ومساواتيا بالصفر، أي أفنقوـ بحساب المُ 

 
 

 
                                                 

   في ايجاد قيـ أيغف مف خلبؿ الأوامر التالية:MATLABيمكف استخداـ برنامج ا - 29
A=[3  2;2  5], enter, b=eig(A), enter. 
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 إذف الجذر الكامف الأوؿ         
 

   أما الجذر الكامف الثاني
 ومف ذلؾ نجد أف

 
 

الموجبة بػ Aاتسمى المصفوفة الناقمة  ةمثؿ ىذه الحالفي 
 ، لأف positive definiteا .المؤكدةأو االأكيدة
موجباف، ولو كاف أحدىما موجب القيمة الجذريف

 موجبة شبو أكيدة Aا والثاني صفراً، لكانت المصفوفة
 . أما إذا كاف الجذراف positive semi-definiteا

سالبة تكوف   Aاسالبيف، فإف المصفوفة 
ذا كاف أحدىما سالباً  negative definiteاأكيدة ، وا 

شبو  –سالبة والثاني صفراً، فإف المصفوفة تكون
. وفي حاؿ كاف  negative semi-definiteاأكيدة
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غير الجذراف اأو الجذور  سالبة، فإف المصفوفة تكون
 .  indefiniteاغير مؤكدة أو  أكيدة 

 
 [X (A – cI)]في المصفوفة  تعويض قيمةعند 

 نحصؿ عمى
 

 

 
 وتكوف المعادلة الأولى

 
 أما المعادلة الثانية فنحصؿ عمييا مف

 
 وبحؿ المعادلتيف آنياً نحصؿ عمى المتجو الكامف الأوؿ
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نحصؿ  [X (A – cI)]في المصفوفة  تعويض وعند 
 عمى
 
 

 

 وتكوف المعادلة الأولى
 

 أما المعادلة الثانية فيي
 

 وبحؿ المعادلتيف آنياً، نحصؿ عمى المتجو الكامف الثاني
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 ، orthogonalامتعامدافنلبحظ مما سبؽ أف المتجيين

أي أف حاصؿ ضرب منقوؿ المتجو الأوؿ في المتجو 
 :الثاني يساوي صفراً 

 
 

 
 
و فيف الكامنيالمتجي نانو لو وضعيضاً  أنلبحظ أو 

عمى المصفوفة المربعة  نافي مصفوفة واحدة لحصم 
 : Tا
 

 
 

  إلى Aصيغة المصفوفة ا تحوّؿ   أنياTمف صفاتا
مصفوفة قطرية، أي إلى مصفوفة تتكوف عناصرىا مف 
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  في القطر الرئيسي،وأصفاراً في المواقع Cijالػ ا
 التقطير . وتسمى ىذه العمميةالأخرى

 . وبالتحديد، فإف  diagonalizationا

 
 

 

حيث عناصر القطر الرئيسي لحاصؿ الضرب ىي 
 .كما أف حاصؿ الضربو الجذور الكامنة 
 

 
 transformationامصفوفة التحويؿ االنقؿ  Tتسمى ا

matrix.  
 
 

 لممتجيات والجذور الكامنة ما يمي: مف الخواص اليامة
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حاصؿ ضرب منقوؿ أحد المتجيات الكامنة بنفسو 
يساوي الواحد الصحيح وىي الخاصية المميزة لمتجو 

 أي أف  orthonormal vectorاالتعامد 

 
 

 

 حاصؿ مجموع الجذور الكامنة يساوي ما يطمؽ عميو
 ، وىو حاصؿ trace of matrixاالمصفوفة خطبػ

. وتأكيداً لذلؾ  Aامجموع قيـ القطر الرئيسي لممصفوفة 
  وحاصؿ مجموع 3+  5=  8ا  ىوAاخطنلبحظ أف 

   6.236+  1.764=  8الجذور الكامنة ىو ا 

حاصؿ ضرب الجذور الكامنة يساوي محددة المصفوفة 
   مثلًب. أي أفAا
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ىي مقموب الجذور  الجذور الكامنة لممصفوفة 
. في حيف أف المتجيات  Aاالكامنة لممصفوفة الأصيمة 
، كما ىو مبيف فيما والكامنة متساوية لممصفوفتيف

 يمي:

 
 

 إذف
 

 
    ومنو نجد أف

 
Aأي  اAاالجذور الكامنة لمربع المصفوفة 

تساوي   2
  .Aمربع الجذور الكامنة لممصفوفة الأصيمة ا

   أي أف
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ىناؾ حالة خاصة مف المصفوفات، وىي كثيرة 
البسيط والمتعدد، الاستخداـ في معالجة تحميؿ الانحدار، 

 idempotentا المماثمةالمشابية االمصفوفة  ومعروفة

matrix . أف ضربيا ىذه المصفوفة  ومف صفات
 ، AA = A، أي أف امف شكميا الأصمي غيريُ بنفسيا لا

أف جذورىا الكامنة لا تكوف إلا أصفاراً أو آحاداً ، و مثلبً 
قطرىا خطيا، أي رتبتيا تساوي حاصؿ جمع و صحيحة،

 . trace(A) الرئيسي أو ما يعرؼ بػ 

 المشابيةالمصفوفة   10.35مثاؿ ا
 : Idempotentا مةالمماثا
 

 المصفوفة
 
 متماثمة لأف
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 وأف
   

 :القيـ والمتجيات الكامنة  10.36مثاؿ ا
 

 لنفترض أف لدينا المصفوفة
 

 و
 

 إذف
 

 ومنو نجد أف
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لمحصوؿ عمى المتجيات الكامنة، نقوـ بتعويض كؿ 

 ، ونبدأ بػ اقيمة كامنة، عمى حده، في المصفوفة ا
   كما يمي:

 
 
 

 

 
 

 فنحصؿ عمى ثلبث معادلات آنية
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 عند حؿ ىذه المنظومة، بطريقة التعويض، نجد أف
 
 

 

 
 وبذلؾ فإف قيـ المُتجو الأوؿ ىي بالنسب التالية:

 
 

 
ولمحصوؿ عمى المُتجو الثاني، نعوض القيمة الكامنة ا

  ، فينتج  في ا
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وىي منظومة المعادلات الآنية الثانية، ومنيا يتبيف أف ا
 ، وبناءً عمى ذلؾ فإف قيـ المتجو    وأف ا

 الكامف الثاني ىي بالنسب التالية:
 

 
 

والأخير، فيتـ الحصوؿ عميو أما المتُجو الكامف الثالث، 
   كما يمي:  في ابتعويض لآخر قيمة كامنة ا
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وبذلؾ تكوف قيـ  ،   و اومنيا يتبيف أف ا
 المتجو الأخيراالثالث ، بالنسب التالية:

 
 وحيث أننا حددنا قيمة المُتجو

 
 وأف

 
 فإف 

 

 مف ىذه النتيجة، فإف
 

عمى الأوزاف اوعند حؿ ىذه المنظومة الآنية نحصؿ 
  عمى التوالي، وتكوف الصيغة   و ا  و ا

 النيائية ىي
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في الحياة الواقعيةظاىرة ما   Aاقد تمثؿ المصفوفة 
. والنتيجة مف المثاؿ أعلبه بحثتستحؽ الدراسة وال

تعطينا فكرة ما عف حاؿ الظاىرة التي تمثميا المصفوفة 
سابقة  مف  ، واستقرارىا خلبؿ مراحؿ لاحقة اأو Aا

وجودىا. ولتوضيح ذلؾ قمنا بدراسة بسيطة عف " ظاىرة 
البناء السكني " في الأردف، وىي موضحة بالتفصيؿ في 

 المثاؿ التالي.
 

B. ( حركة البناء السكنً وقٌم ومتجهات 71.37مثال )
 :أٌؽن

 
يمنحنا المثاؿ الراىف فرصةً لفيـ استخداـ قيـ ومُتجيات 
أيغف االكامنة  في دراسة الظواىر المختمفة. وفي ىذا 
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المثاؿ نستخدـ القيـ والمتجيات الكامنة في دراسة حركة 
البناء لأغراض الإسكاف المدني في مناطؽ مختمفة مف 
الأردف، حيث صُنفت ىذه المناطؽ إلى ثلبثٍ رئيسة 

ربد وأخرى اأي بقية المناطؽ . و البيانات ىي: عما ف وا 
ىي عف المساحات التي بُنيت لأغراض الإسكاف المدني 

 ، 2007  وا2006  وا2005خلبؿ السنوات الثلبث: ا
وحُسبت كنسبٍ مئوية مف مجموع الأمتار المربعة. وىي 

 30  أدناه.1.3مُبينة في الجدوؿ ا
  1.3جدوؿ ا
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أُغبؽخ  
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 ٖٓ )%(
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 أُغبؽخ

  

ٓزٞعػ 

أُغبؽخ 

ثبلأُق 

ٓزش 

 أُشثغ

 2005 2006 2007  

                                                 
 .98. ص 2010ائية الشيرية، تموز البنؾ المركزي الأردني، النشرة الإحص - 30
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 6019.73 6209. 6754. 6520. ػٔبٕ

 935 0952. 0967. 1097. إسثذ

 2309.57 2840. 2279. 2383. أخشٟ

 3088.1 1.000 1.000 1.000 أُغٔٞع

 
يشير الجدوؿ إلى أف نصيب منطقة عماف، لمعاـ 

مف مجموع مساحة الإسكاف المدني ابالأمتار ، 2005
 ، في حيف كاف نصيب منطقة %65.2المربعة  كاف ا

 . %23.83 ، ونصيب بقية المناطؽ ا%10.97إربد ا
  و 2006بقية النسب في السنتيف ااقارف مع 

.  أما مف حيث المساحات المطمقة، فقد كاف   2007ا
، متوسطيا في عماف، خلبؿ فترة السنوات الثلبث

  ألؼ متر مربع، وكاف المتوسط في إربد 6019.73ا
  ألؼ متر مربع 2309.57  ألؼ متر مربع، و ا935ا

لبقية المناطؽ.  وتمثؿ ىذه المتوسطات والنسب المختمفة 
اقتصادية تستحؽ الدراسة لغرض  –" ظاىرة " اجتماعية 

صُنع السياسات المناسبة حوؿ الإسكاف المدني، ودور 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:40 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



(   أعبع٤بد اُغجش اُخط10٢ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                            ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢                 )   

673 

 

.  ونستطيع 31ره والتوقعات عف مستقبموالحكومة في توفي
استخداـ قيـ ومتجيات أيغف لدراسة ىذه الظاىرة، 
وخاصة عف اتجاىيا وحركتيا خلبؿ فترات زمنية 

مُحددة. وتتـ دراستيا مف خلبؿ ترتيب النسب الست 
 كما يمي:  Aاالواردة في الجدوؿ في المصفوفة 

 
 

 
 نقوـ بحساب قيـ أيغف مف المصفوفة ثـ
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تستخدـ قيـ ومتجيات ايغف في دراسة بعض الظواىر في عمـ الفيزياء، وخاصة إذا تعرض نظاـ افيزيائي  ما إلى تغير. وتسمى النظرية التي  - 31

  .  Perturbation Theoryتُعنى بمثؿ ىذه الإستعمالات ا
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  و c1=  1.000ومنيا نَتَجتْ قيـ أيغف الثلبث: ا
  .c3=  0.0155-  و اc2=  0.0481ا

وبعد تعويض القيـ الثلبث، كؿ عمى حده، في المصفوفة 
نحصؿ عمى ثلبث منظومات مف   ،               ا

المعادلات الآنية، تتكوف كؿ منظومة منيا مف ثلبث 
  أعلبه. وعند حؿ كؿ 36.2في المثاؿ امُعادلات كما 

منظومة بطريقة التعويض ا كي لا نصؿ إلى حؿ 
صفري ، نحصؿ عمى مُتجيات أيغف الثلبثة. وىي كما 

 يمي:
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 اعتبرنا في ىذه الحاؿ أف المتجو
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 ،   نحصؿ عمى الأوزاف اومف  ا
-= b3  و اb2 = -7.32  و اb1 = 971.10فكانت

 ، عمى التوالي. ومف ىذه النتائج نحصؿ 1896.13
 عمى

 

 
 

 ، مثلًب، نحصؿ عمى المتجو n = 2اوعند 
 

 

 
أف الظروؼ الاقتصادية  تقوؿ النتائج التي توصمنا إلييا

  2007والإجتماعية خلبؿ السنتيف اللبحقتيف لمعاـ ا
ستفضي إلى طمب عمى إنشاء السكف المدني بقدر ماىو 
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ربد المصفوفة امُبيف في   ، لممناطؽ الثلبث: عماف وا 
وىذه القيـ مُعطاة بالألؼ  32و " أخرى " عمى التوالي.

متر مربع. وحيث أف ىذه القيـ لـ تختمؼ كثيراً  عف 
المتوسط الفعمي المبيف في السجلبت الرسمية، فإف ذلؾ 
يعني أف منظومة الطمب الإسكاني للؤغراض المدنية 

ات اللبحقة، إلا إذا حدثت ستكوف مستقرة في الفتر 
 اوضاع استثنائية.

 

(Kronecker Product)ناتج كرونيكير 10.16ا
33
: 

  mxn  بأبعاد اXدعنا نفترض أف لدينا المصفوفتيف: ا
ناتج  . يُكتب                pxq  بأبعاد اYو ا

 بالصيغة التالية: كرونيكير

 

                                                 
 تـ المجؤ إلى تقريب الأعداد بالقدر المأموف عممياً. وربما تختمؼ النتائج عما يجري عمى أرض الواقع بسبب أف بعض البيانات التي يُفصح - 32

 عنيا البنؾ المركزي ما زالت أولية, وتبقى الدراسة في جميع الأحواؿ تجريبية.
أشتير باستعماؿ ىذا النوع مف ضرب المصفوفات. ويسمى ىذا الناتج في بعض   الذي Leopold Kroneckerنسبة إلى ليوبولد كرونيكير ا -33

  .tensor productا ناتج الكمية الممتدة الكتب 
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 ، وكأنو Xويُعرّؼ بضرب كؿ عنصر مف المصفوفة ا

  كما يمي اإذا Y ، بالمصفوفة اscalarكمية ثابتة ا
   :2x2افترضنا أف أبعاد كؿ مصفوفة ا
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  Xوعمى سبيؿ المثاؿ، دعنا نفترض وجود المصفوفتيف ا
  Yو ا
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يفيدنا ناتج كرونيكير في تجميع المصفوفات عمى شكؿ 
 ، وفي حؿ block matrixامصفوفة كتمةيسمى 

منظومات المعادلات الآنية بطريقة المربعات الصغرى 
 stage least squares 3ذات المراحؿ الثلبث ا

(3SLS) التي سنأتي عمى ذكرىا في الفصؿ الخامس ، 
 عشر.

 
 :ناتج كرونيكير  10.38مثاؿ ا

 
 نفترض أف لدينا المصفوفتيف التاليتيف:
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C. (71.77 )مصفوفة هٌشٌان(Hessian matrix): 

الحالة المثمى   في Hامصفوفة ىيشيافتُستخدـ 
  لتحديد نوعيا: constrained optimizationاالمقيدة

مف المشتقات نياية عظمى أـ صغرى. وتتكوف المصفوفة
يكوف .و متعددة المتغيراتلتقاطعية لدالة الجزئية الثانية وا

موقع المشتقات الجزئية في القطر الرئيسي 
اقع الأخرى. تحتؿ المشتقات التقاطعية المو و ،لممصفوفة
 الدالة تفمو كان

 
 

 فإف مصفوفة ىيشياف

 

 
. وعادة ما يتـ مصفوفة مربعة ومتطابقةفيي إذف 

توظيفيا لمعرفة نيايات الدواؿ الجبرية المعقدة أو في 
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ولو عدنا إلى الحصوؿ عمى الانحدار غير الخطي. 
 ، عمى سبيؿ المثاؿ، وأعدنا كتابة دالة 6.1المثاؿ ا
 لاغرانج
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1االشرط الأوؿ، ومف خلبؿ وقد وجدنا في حينو
st
 

order condition  أف اL
*
K  و ا25 =

*
 = 50  

ىي التوليفة التي تعظـ الإنتاج بأقؿ تكاليؼ ممكنة. وكي 
نمجأ إلى نتأكد مف أف الإنتاج وصؿ إلى أعظـ مايمكف/ 

2ا الشرط الثاني
nd

 order conditionمصفوفة   ، وىو
ذا كانت قيمة محددة المصفوفة أكبر مف ىيشياف . وا 

صفر، فإف الدالة وصمت إلى نياية عظمى. أما إذا 
أقؿ مف صفر فإف الدالة وصمت إلى كانت المحددة 
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في ىذا المثاؿ تتكوف مصفوفة ىيشياف نياية صغرى.و 
 كما يمي:
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نلبحظ بأف المشتقات الجزئية بالنسبة لمضاعؼ لاغرانج 
مصفوفة الجنوبية الشرقةل حدودال  ىي التي تُشكؿ ا

ا السبب تسمى ذيلأدناه. و ىيشياف كما في الشكؿ المرفؽ 
 boderedاالمحاذية لمصفوفة ىيشيافالمشتقات 

Hessian.  

 
 ، فإف الدالة وصمت det(H) = 160 > 0وحيث أف ا

 إلى نياية عظمى.
متجو وىناؾ نوع مف المتجيات يعرؼ بػ 

  حيث تتكوف gradient vectorا لتدرجااالتحدر
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متعددة عناصره مف المشتقات الجزئية الأولى لمدالة 
  ، ويأخذ الشكؿ التالي:المتغيرات، ويرمز لو بالرمزا

 

 ويستخدـ كذلؾ في معرفة نيايات الدواؿ الجبرية المعقدة.
النياية العظمى والصغرى باستخداـ  10.18ا

 المصفوفات:
في كثير مف حالات تعظيـ أو تقميؿ الدواؿ الجبرية في 

ة المشتقة الجزئية تحديد إشار أكثر مف متغير، يصعب 
كانت الدالة قد وصمت إلى نياية  كي نُحددإذاالثانية 

عظمى أو صغرى، أو نقطة انقلبب. ومف أجؿ تفادي 
 ا ً ذلؾ نمجأ إلى استخداـ  مصفوفة ىيشياف. وتوضيح

 لذلؾ دعنا نفترض أف لدينا الدالة
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إف الشرط الضروري الأوؿ ابالطريقة المعتادة  يتطمب 
الحصوؿ عمى المشتقات الجزئية الأولى ومساواتيا 

 بالصفر، أي أف
  ا
 

 أما الشرط الكافي االثاني  ىو أف تكوف
 
 لمنياية الصغرى، أو
 

 لمنياية العظمى. وأف يكوف
 

 
يمكننا الاستغناء  الدالة ذات المتغيريف ةفي حال

عف اختبار الشرط الثاني والاستعاضة عنو بمصفوفة 
التي يصعب فييا تحديد  ةىيشياف، وخاصة في الحال

، ويكوف التعظيـ إشارات المشتقات الجزئية الثانية
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. ويتـ توظيؼ  unconstainedاغير مقيداالتقميؿ  
 مصفوفة ىيشياف عمى النحو التالي:

 
 . وبأخذ x1,x2ي متغيريف ا  فfلنفترض أف الدالة ا

  x2 واx1المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة لممتغيريف ا
 ومساواتيا بالصفر، نكوف قد حققنا الشرط الأوؿ. أي أف

 
 

أما الشرط الثاني، فيتـ بالحصوؿ عمى المشتقات الجزئية 
 الثانية والتقاطعية أي

 
 

 
  Hثـ ترتيبيا في مصفوفة ىيشياف ا
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وىي العنصر الأوؿ مف القطر ، فإذا كانت

، فإف [det(H)> 0]وكانت ،الرئيسي لممصفوفة
، وأف النياية التي وصمت موجبة أكيدة  Hالمصفوفة ا

 . أما إذا كانت صغرىإلييا الدالة ىي 
 سالبة أكيدة Hا، فإف المصفوفة [det(H)> 0]وكانت

ذا لـ عظمىوأف النياية التي وصمت إلييا الدالة ىي  . وا 
أي مف الشرطيف السابقيف فيجب إتباع طرؽ يتحقؽ 

 أخرى لتحديد نوع النياية إف وجدت.
 

D. ( النهاٌة باستخدام المصفوفات71.39مثال ): 

 
 لدينا الدالة

 
 الشرط الأوؿ ىو
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 . x = 1ا،  y= -4وبحميا نجد أف القيـ الحرجة ىي ا
 

 أما الشرط الثاني:
 

 
 

  Hمف ىذه النتائج نقوـ بترتيب المصفوفة ا
 
 

 
 

 وبما أف
 

عند  صغرىنياية إلى  قد وصؿ الإقتراف فإف
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 :النياية باستخداـ المصفوفات  10.40مثاؿ ا

 
  دعنا نفترض أف لدينا الدالة ا

   أدناه:6.3الموضحة صورتيا في الشكؿ ا
 

 
 

    الشرط الأوؿ
 

 
 

وبالتعويض  بحؿ المعادلة الأولى، نحصؿ عمى 
 نحصؿ عمى  yافي الثانية عف 
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  10.5شكؿ ا
 الدالة

 
 

 القيـ ومنيا نجد أف
 

 
 تحقؽ الشرط الأوؿ. 

 أما الشرط الثاني
 

 
  Hوتكوف مصفوفة ا
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تصؿ  فإف  لأف  وأف  وبما أف 

 فقط. و إلى النياية الصغرى عند النقطة 
في حاؿ ازدياد عدد المتغيرات المستقمة، فإف شرط 

 الصغرى يصبح كما يميلنياية العظمى أو ا
 

 ، وكانتإذا كانت  أولًا:
 

 
 

، وتكوف  positive definiteا   موجبة أكيدةHفإف ا
 .صغرى  قد وصمت إلى النياية fالدالة ا
 وكانت إذا كانت  ثانياً:
 

 

)0( xxf 0)det( H)0( y),( yxf

)4( x)2( y

)0(
11
xxf

0)det(,0det)det(
2212

2111

1 







 H

ff

ff
H

xxxx

xxxx

)0(
11

f
xx

0)det(,0det)det(

2212

2111

1 














 HH
ff

ff

xxxx

xxxx

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:42 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



(   أعبع٤بد اُغجش اُخط10٢ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                            ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢                 )   

690 

 

 
مف  و و أي عندما تتغير الإشارة لكؿ مف 
   سالبة أكيدةHسالبة إلى موجبة إلى سالبة، فإفا

  قد وصمت f، وتكوف الدالة ا negative definiteا
 .عظمىإلى النياية 

 
E. ( النهاٌة لدالة فً ثلاثة متؽٌرات71.47مثال ): 

 
 لدينا الدالة 
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ويتـ  ، x , y , zلدينا ثلبث معادلات في ثلبثة مجاىيؿ ا

  ، أي أفAx = dترتيبيابالشكؿ ا
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 , xكرامر نحصؿ عمى قيمة كؿ مف  ا قاعدةباستخداـ 

y , zالتي تحقؽ المنظومة كما يمي   
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 f(xالدالة  أفوبيذا تكتمؿ شروط النياية العظمى، أي 

,y , z)  قد وصمت إلى نيايتيا العظمى عند النقاط 
. 

 
 steepestا طريقة الصعود االيبوط  الأحدّ   10.19ا

descent or ascent:  
يُمكننا الحصوؿ عمى النياية باستخداـ طريقة أكثر 

تعقيداً، ولكنيا شائعة الاستخداـ وخاصة لممسائؿ المعقدة 
وتتطمب، ىذه  طريقة اليبوط والصعود الأحدّ وتعرؼ باسم

الطريقة، البحث عف قيـ المتغيرات التي تعظـ سرعة 
الاتجاه نحو النياية، حيث يتـ العثور عمى ىذه القيـ 

 بتكرار عممية البحث. فمو افترضنا أف لدينا الدالة
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وأردنا الحصوؿ عمى نيايتيا، فإف القيـ التي تقود إلى 
في ذلؾ ىي تمؾ القيـ التي تجعؿ اتجاه أعظـ زيادة 

 gradientامتجو التحدر االتدرج الدالة مساوية لاتجاه 

vector ا وجية  ، أي أفdirection   المتجو وأعظـ
.وقد ذكرنا زيادة  في الدالة متساوياف عند ىذه القيـ

المشتقات الجزئية الأولى  يحتويمتجو التدرجسالفاً بأن
لمدالة بالنسبة لكؿ متغير، ويتـ تقيمو عند النقاط التي 

 نبحث عنيا بتكرار العممية حتى نجد أفضؿ تقدير.
دعنا نفترض أف أحدنا يريد الوصوؿ مف لتوضيح ذلك

سطح الأرض اقاعدة الجبؿ  إلى قمة الجبؿ الموضح 
اع   أدناه. ودعنا نفترض أف الارتف7.3في الشكؿ ا

  متراً. سيضطر 250العمودي لمقمة عف القاعدة يبمغ ا
الشخص الصاعد أف يمر بمستويات مختمفة متسعة كمما 

كاف قريباً مف القاعدة، لكنيا تصغر كمما اقترب مف 
 القمة.
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  10.6شكؿ ا

 
 

يمكننا تمثيؿ ىذه المستويات المختمفة مف الارتفاعات 
في   ، كماcontoursعمى شكؿ منحنيات مغمقة ا

الشكؿ أدناه، حيث يمثؿ المنحنى المغمؽ الأوؿ مسافة 
  متراً، ويمثؿ المنحنى المغمؽ 50عمودية مقدارىا ا

  متر... وىكذا 100الثاني مسافة عمودية مقدارىا ا
حتى نصؿ نقطة القمة التي تمثؿ أعمى مسافة عمودية، 

   متراً. 250وىي عمى ارتفاع ا
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 ،والتي يحاوؿ الشخص إتباعياإف الطريؽ الأقؿ مسافة، 

ىي الطريؽ التي تقمؿ المسافة المقطوعة بيف القاعدة 
والقمة، بحيث إذا وضعنا كمية مف المياه عمى القمة 

وتخيمنا أنيا تتدفؽ نحو الأسفؿ، لوجدنا أف الماء يختار 
اليبوط االصعود  الأحدّ اسبحاف الله . ولذلؾ تمت 

يقة اليبوط االصعود  تسميت طريقة التعظيـ االتقميؿ  طر 
 الأحدّ.

 
 :نياية الدالة بطريقة الصعود الحاد  10.42مثاؿ ا
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 لدينا الدالة
 

 
 - = yا ، x = 1  أفا25.2وقد عممنا مف مثاؿ سابؽا

  ىما القيمتاف المتاف تقملبف ىذه الدالة، وأف 4
. دعنا نقارف ىذه النتيجة بما تفضي إليو طريقة اليبوط 

 التالية: الأحّدّ، بالخطوات
 
 الحصوؿ عمى متجو التدرج  - ً أولا
 

 
 
  تكوف y واxلمتغيريف اة لكؿ منانقترح قيم -ا ً ثاني

باعتقادنا بداية مقبولة لموصوؿ إلى النياية المطموبة، 
القيـ   وىي ما تسمىy = 2  واx = 2ا امنقؿ أنيل

 initialاالمتجو الإبتدائي  أو initialvaluesاالابتدائية
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vector . اػلنرمز ليذا المتجو بW1  وموقعو موضح ،
  .8.3في الشكؿ ا

 
نقوـ بإضافة ىذه القيـ المقترحة إلى متجو التدرج  -ا ً ثالث

بعد أف نعوّض القيـ الابتدائية فيو اأي نقيّـ المتجو عند 
 النقاط الابتدائية .

 
 

 
  لقيمة عددية ثابتة تؤدي إلى تعظيـ حيث ترمز ا

 الدالة
 

 
 

نقوـ بتعويض المتجو الحاصؿ في الدالة  -ا ً رابع
 أي أف  y  ، اxاالأصيمة بدلًا عف 
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والاقتراب مف  تسارع بالابتعاد عف   نلبحظ أف
  .8.3أنظر الشكؿ ا .القيـ الفعمية التي تقمؿ الدالة 

)(

064028161  
d

dQ

)ˆ( 1

)ˆ( 1

 
11 w

fw  


























4552.3

1816.

)2273.(242

)2273.(82
ˆ

1112 w
fww 

)( 2w)( 1w

 ),( yxf

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:42 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



(   أعبع٤بد اُغجش اُخط10٢ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                            ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢                 )   

699 

 

 
لمحصوؿ عمى  عند المتجو  نقٌيـ الدالة  –سادساً 

الفرؽ، وذلؾ مف أجؿ معرفة إذا كاف تكرار العممية 
 ضرورياً.

 
 

 
وبما إف الفرؽ كبير بيف التقديريف، لا بد مف تكرار 

 .العممية باستخداـ القيـ الجديدة مف المتجو 
 

 تكرار العممية مف البداية باستخداـ المتجو  -ا ً سابع
- ,1816.بعد أف نقيـ متجو التدرج عند القيـ ا

  ، إذف3.4552
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بالدالة الأصمية بدلًا عف  نعوض قيمة المتجو -ثامناً 
 أي أف عمى التوالي،  y و اxا

  10.7شكؿ ا
 تعظيـ اتقميؿ  الدالة بطريقة الصعود الأحدّ 

 
 

 
 

ومساواتيا بالصفر نحصؿ  بالنسبة لػ  بأخذ مشتقة 
 التي تعظـ الدالة  عمى قيمة 
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 إذف

 

 
لتحديد الفرؽ  و  نقيـ الدالة عند المتجو  -ا ً تاسع

 ومعرفة إذا كاف تكرار العممية ضرورياً 
 

 
 

أىمية، فإف تكرار العممية  اوحيث أف ىناؾ فرقاً ذ
بأف  . ونلبحظضروري كي نحصؿ عمى القيـ المناسبة

التقدير قد تحسف بشكؿ ممحوظ، إذ كاف الفرؽ مف 
التقدير الأوؿ كبيراً، وانخفض في التقدير الثاني إلى 

مع الاستمرار بالبحث عف القيـ مستوى مقبوؿ. و 
المناسبة، سيتـ في نياية المطاؼ 
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 . وفي ىذا المثاؿ convergenceحصولالالتئاـا
ثلبثة تكرارات فقط، ببالتحديد، يتحقؽ الالتئاـ يتحقؽ 

وملبحظة أف التقدير اقترب كثيراً مف القيمة الفعمية 
 لمنياية الصغرى بعد التكراريف الأوليف. وعادة ما تستخدـ

ىذه الطريقة في الحصوؿ عمى النياية الصغرى في 
  يوضح 8.3معادلات الانحدار غير الخطي. والشكؿ ا

بياناً كيؼ تتـ عممية الالتئاـ ابتداءً مف المتجو الابتدائي 
وانتياءً بالمتجو الفعمي الذي يحقؽ عممية تقميؿ 

 - ,1)لمتجو الفعمينحوالنقطة الانطلبؽ  .حيث يرمز

 .الدالة صغيرالذي يؤدي إلى ت (4

F. (71.21 طرٌقة نٌوتن )– :رافسون 

ىناؾ طريقة أخرى شائعة الاستخداـ في الحصوؿ عمى 
 – Newtonارافسوف –طريقة نيوتف النيايات، تعرؼ بػ

Raphson method .  وقد استخدمت أصلًب في إيجاد
حموؿ لمنظومات المعادلاتالآنية غير الخطية، أو في 

، ثـ  roots of equationsاالمعادلاتجذور اكتشاف
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استخدمت في تعظيـاتقميؿ  الدواؿ الجبرية. وىي سيمة 
التطبيؽ، وأسرع في إيجاد قيـ النيايات مف غيرىا، 

خاصة طريقة الصعود أو اليبوط الأحدّ. وحتى نتعرؼ 
عمى ىذه الطريقة نضرب مثالًا يوضح كيفية استخداميا 

 في إيجاد جذور معادلة بسيطة.
 
، ونرغب بمعرفة عنا نفترض أف لدينا الدالة د

النقطة التي تقطع الدالة فييا المحور الأفقي. فنبدأ 
بالتخميف والبحث عف ىذه النقطة. ولنقؿ أننا ابتدأنا مف 

  .10.3  عمى المحور الأفقي، أنظر الشكؿ االنقطة ا
 

  10.8شكؿ ا
 رافسوف في تقميؿ اتعظيـ  الدالة –طريقة نيوتف 
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عمى المنحنى نقوـ بإسقاط خط مستقيـ مف النقطة 

، حيث يقطع ثـ نرسـ الخط المستقيـ الذي يمس 
  x1ىذا " الخط المماس " المحور الأفقي عند النقطة ا

، نستعيف . ولمعرفة قيمةوىي أقرب إلى الجذر مف
 بمعادلة المماس

))(()( 0100 xxxfxfy  
 فإف عند النقطة  y = 0اوبما أف 
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، فنسقط خطاً ثـ نعيد العممية ابتداءً مف النقطة
مستقيماً إلى أعمى نحو المنحنى ونرسـ الخط المماس 

عمى نقطة الالتقاء الجديدة حيث يقطع ىذا الخط 
المماس الجديد المحور الأفقي عند نقطة أقرب إلى 

وتكوف   . و   الجذر مف النقطتيف   السابقتيف 
 . ونستمر بالصيغة :  اقيمة النقطة معطاة 

التي تجعؿ قيمة  بيذه العممية حتى نعثر عمى القيمة
الدالة صفراً وىنا نطرح التساؤؿ التالي: ىؿ نستطيع 

التي تجعؿ   xااستخداـ ىذه الطريقة لمعرفة قيـ المتغير 
التغير في قيمة الدالة مساوية لمصفر؟ أي ىؿ نستطيع 

متغير أو عدة  ي استخداميا لمعرفة نياية دالة ما اف
متغيرات ؟ والإجابة بكؿ بساطة نعـ. وقد أثبت أنيا 

 نتقاداتطريقة جيدة لتحقيؽ ذلؾ. إلا أف ىناؾ بعض الا
ؤدي في بعض الحالات تعمى استخداميا لأنيا قد لا 

 المطموب. ـإلى حدوث الالتئا
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 :رافسوف –طريقة نيوتف   10.43مثاؿ ا
 

. يمكننا حسابيا لنفترض أننا نرغب بمعرفة 
 رافسوف مف خلبؿ معرفة جذر الدالة –بطريقة نيوتف 
 

 ، حيثنبدأ بقيمة أولية

 

 وأف

 

 مثلًب فإف وكانت  فإذا كانت 
 
ىي  عمماً بأف القيمة المحسوبة مف آلة حاسبة لػ 

  x4  وبالتالي فإف الفرؽ يبدو ضئيؿ عند ا…1.4142ا
رافسوف في  –. أما استخداـ طريقة نيوتف وما بعدىا
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معرفة النيايات، وخاصة الدواؿ متعددة المتغيرات، فيتـ 
باستخداـ متجو التحدر االتدرج  ومعكوس مصفوفة 

 ىيشياف عمى النحو التالي:
التحدر  متجو، فإف لنفترض أف لدينا الدالة 

 ىما ومصفوفة ىيشياف االتدرج 
 
 

 
 

 التقميؿ مف خلبؿ الخطوات التالية:تتـ عممية التعظيـ أو 
 .احتساب المصفوفة المعكوسة  أولًا:
 

اختيار المتجو الابتدائي الذي نعتقد أف عناصره  ثانياً:
 .ودعنا نطمؽ عميو  تعظـ أو تقمؿ 

 
 إجراء العممية الحسابية التالية: ثالثاً:
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أي طرح حاصؿ ضرب معكوس مصفوفة ىيشياف مع 
 متجو التدرج،  والذي يتـ تقييمو عند عناصر المتجو 

. حيث يكوف الناتج ىو المتجو ذو القيمة مف 
الذي سيتـ تجريبو في عممية البحث  الابتدائية الثانية 

 مرة ثانية.
 

 . ,إذا كاف لمفرؽ أىمية، فلب نحسب  ا رابعاً:
الذي   wi ابحث حتى نجد قيـ المتجو بد مف متابعة ال
 صفراً، أو بحدود قيمة مسموح يجعؿ الفرؽ ا

وعادة ما  ، tolerance valueاقيمة التسامحبيا،تسمى
. مع العمـ % 1% ، أو ا10% ، ا5اتكوف عند مستوى

بأف الإلتئاـ قد يحدث في نياية صغرى أو عظمى 
 ، أو أنو قد لا globalاوليس  كونية localامحمية

يحدث أبداً. لكف المؤكد أنو يحصؿ في نياية عظمى 
   سالبة أكيدة.Hمحمية إذا كانت ا
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G. ( طرٌقة71.44مثال )  رافسون والنهاٌة –نٌوتن: 

 
مف المثاؿ ا  السابؽ، قمنا بحساب النياية الصغرى 

 لمدالة
 

 
 

ستخدـ طريقة متجو التدرج ومصفوفة ىيشياف دعنا ن
 نحصؿ عمىل
 

 
 

 قيمة المتجو كما في المثاؿ نفسو فإفباختيار نفس 
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 أي أف
 

 وأف
 

 
   ينتجW2استخداـاو بإعادة العممية 

 
 

 
أي أف ، f(w3) = f(w2) = 0 ) مف ذلؾ يتضح أفا

. الدالة وصمت إلى النياية الصغرى عند 
ويلبحظ أف الالتئاـ نحو النياية قد تـ بسرعة عالية، مما 

 يدؿ عمى كفاءة ىذه الطريقة.

 – Input)المُخرجات –نموذج المُدخلبت  10.21ا

Output Model: ) 
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مف نماذج الاقتصاد المُخرجات –المُدخلبت يُعتبر نموذج 
الكمي. وبوساطتو يتـ تحميؿ مُدخلبت ومخرجات 

الاقتصاد، أو عمى سبيؿ التحديد، مُدخلبت ومُخرجات 
قطاع معيف، كالقطاع الصناعي مثلًب.فإذا كاف لدينا 

الصناعات، فإف كؿ صناعة مف ىذه الصناعات  مف nا
ييافي تأميف تعتمد عمى الأخرى مف حيث حاجتيا إل

، وحاجتيا إلى بيع مُخرجاتيا إلى ىذه مدخلبتيا منيا
الصناعات االأخرى . كما أف الصناعات الأخرى في 

حاجة إلى مُدخلبت مف ىذه الصناعة، وفي وحاجة إلى 
المثاؿ تحتاج صناعة بيع مُخرجاتيا إلييا. وعمى سبيؿ 

الإسمنت إلى مُدخؿ مف صناعة الطاقة كي تتمكف مف 
إنتاج مخرجاتيا، وبنفس الوقت تحتاج صناعة الطاقة 

إلى مُدخؿ الإسمنت في بناء مستودعاتيا وأبنيتيا 
المختمفة كي تتمكف مف إنتاج مخرجاتيا، وىكذا لجميع 
الصناعات، إما بشكؿ ثنائي أو جماعي. ويطمؽ عمى 

الروابط الخمفية الحاؿ في بعض الأحياف بػ ىذه 

Co
py
ri
gh
t 
©
 2
01
4.
 d
ar

 a
l-
ya
zo
ri
. 
Al
l 
ri
gh
ts
 r
es
er
ve
d.
 M
ay
 n
ot
 b
e 
re
pr
od
uc
ed
 i
n 
an
y 
fo
rm
 w
it
ho
ut
 p
er
mi
ss
io
n 
fr
om
 t
he
 p
ub
li
sh
er
, 
ex
ce
pt
 f
ai
r 
us
es
 p
er
mi
tt
ed
 u
nd
er
 U
.S
. 
or
 a
pp
li
ca
bl
e 
co
py
ri
gh
t 
la
w.

EBSCO Publishing : eBook Collection (EBSCOhost) - printed on 12/22/2018 11:42 AM via NAJRAN UNIVERSITY
AN: 941499 ;    .;   
Account: ns153310



(   أعبع٤بد اُغجش اُخط10٢ػجذاُشصام ث٢٘ ٛب٢ٗ                            ٓجبدٟء الاهزصبد اُش٣بظ٢                 )   

712 

 

   backward and forward linkagesاوالأمامية
بيف الصناعات. ومف أجؿ توضيح وترسيخ الفكرة بشكؿ 

  أدناه. فإذا كانت 2.3أفضؿ، دعنا ننظر إلى الجدوؿ ا
  دينار مف 18. ، مثلًب، فإف ذلؾ يعني أف اا

دينار واحد مف الصناعة الأولى ىو مُدخؿ في إنتاج 
% مف مُخرجات الصناعة 18الصناعة الثالثة، أي أف 

الأولى ىي مُدخلبت في الصناعة الثالثة. والقيمة ا
25.45 X مثلًب، تعني أف في كؿ دينار مُخرج، مف ، 

  دينار مف مخرجات 25.الصناعة الخامسة، ىناؾ ا
 امسة .الصناعة الرابعة، اأي مُدخلبت في الصناعة الخ

 (2.3عذٍٝ )

ُٔذخلاد   أُخشعبد –اُ

 

 

 أُذخلاد

   

 أُخشعبد

 

  

 الأخ٤ش ... اُضبُش اُضب٢ٗ الأٍٝ 

  ...    الأٍٝ

18.13 X

11X12X13XnX1
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  ...    اُضب٢ٗ

  ...    اُضبُش

... … … … … … 

      الأخ٤ش

 
إف مجموع مُدخلبت الإنتاج في كؿ عمود أو صؼ، في 

الجدوؿ أعلبه، يقؿ عف الواحد الصحيح، لأف الفرؽ 
يذىب كدفعات إلى المُدخلبت الأولية كالعمالة والأرض 

التي يُفترض أنيا ممموكة مف القطاع المنزلي 
. والنموذج أعلبه ينبني عمى خمس  householdا

غيابيا، وىذه فرضيات أساسية، يصعب تطبيقو في 
 الفرضيات ىي:

 
 كؿ صناعة تنُتج سمعة واحدة فقط.

 أف تكوف السمعة متجانسة.

21X22X23XnX 2

31X32X33XnX 3

1nX2nX3nXnnX
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ف عممية الإنتاج تتميز بػ " العائد الثابت عمى الحجـ "، إ
مما يعني أف زيادة عوامؿ الإنتاج بنسبة معينة، تؤدي 

 بيّنا ذلؾ سالفاً. اإلى زيادة الإنتاج بنفس تمؾ النسبة، كم

 صناعة نسبة ثابتة مف مُدخلبت الإنتاج.تستخدـ كؿ 

في حاؿ إنتاج الصناعة لأكثر مف سمعة، فيمكف النظر 
إلى السمعة الأخرى وكأنيا مف مخرجات صناعة أخرى، 

 ولا يؤثر ذلؾ عمى سياؽ النموذج.
 

 –في ضؤ ىذا الفيـ، يُمكننا ترتيب نسب المدخلبت 
المخرجات في مصفوفة مربعة. ودعنا نفترض ليذا 

المخرجات لأربع  –رض أف لدينا مصفوفة المدخلبت الغ
   مع القيـ كما يمي:صناعات ا
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% مف 10  تعني أف وعمى سبيؿ المثاؿ، القيمة ا
مخرجات الصناعة الأولى ىي مُدخلبت في إنتاج كؿ 

  تعني دينار مف مخرجات الصناعة نفسيا، و ا
 % مف5أف 

إنتاج كؿ مخرجات الصناعة الثانية ىي مُدخلبت في 
دينار مف مخرجات الصناعة الثالثة. كما أف مجموع كؿ 

صؼ أو عمود يقؿ عف الواحد الصحيح، لأف الفرؽ 
يذىب، كما ذكرنا سالفاً، إلى مُدخلبت الإنتاج الأولية، 

  ىو ما يتـ كالعمالة والأرض. وبالتالي فإف ا
و ا .   jادفعو إلى المدخلبت الأولية مف الصناعة 

ـ دفعة لممُدخلبت الأولية مف الصناعة   ىو ما يت
. واستناداً إلى ذلؾ يُمكننا استخداـ مصفوفة الآحاد ا kا

  لحساب الفروؽ بيف  دفعات المدخلبت الأولية وما 
 يبقى كمدخلبت ومخرجات لبقية الصناعات كما يمي:
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، في المصفوفة الأخيرة، إلى ما الإشارة السالبة تشير

يُطرح مف حصص الصناعات كدفعات إلى المدخلبت 
مف   Aاالأولية. وبطرح مجموع كؿ عمود في المصفوفة 

الواحد الصحيح، نحصؿ عمى حصة المدخلبت الأولية 
 ، عمى مف الصناعات الأربع، حيث بمغت ا

 التوالي. إذف فإف
 

مقابؿ   Yا خلبت يُعطينا المستويات المطموبة مف المد
 ، حيث تسمى dالمستويات المطموب مف المخرجات ا

 technologyا مصفوفة التكنولوجيا   المصفوفة ا

matrix  ،ذا تمكنا مف إيجاد مصفوفة عكسية ليا .  وا 
  نكوف قد وجدنا الأحجاـ المطموبة مف كؿ ا
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لتحقيؽ المطموب إنتاجو مف السمع المُعدة لمطمب النيائي 
 . ا

 نفترض أف المُتجو دعنا
 

 
ىو الحجـ المطموب إنتاجو كمخرجات مف السمع المُعدة 
للبستيلبؾ النيائي ابعشرات الملبييف مف وحدات العممة 

 finalا الطمب النيائي  ، أي أنيا سمعمثلب ً  دينارا

demand وىذه المخرجات المطموبة لا تشمؿ دفعات . 
 المُدخلبت الأولية. وبناء عمى ذلؾ فإف
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كي   Yاىو الحجـ المطموب توظيفو مف المدخلبت 
اأيمف المخرجات . وفي  dانوفر حجـ الطمب النيائي 
 ىذا المثاؿ نحصؿ عمى

 
 
 
 

وىي مصفوفة المدخلبت المطموبة. ولا تكوف ىذه النتيجة 
 ممكنة إلا إذا توفر في الاقتصاد موارد أولية بقيمة 

 

وىي نصيب   مميار دينار عمى الأقؿ، 2.1167أي ا
 مالكي الموارد الأولية مف قيمة المخرجات النيائية.

 
املبحظة: ينبغي أف لا تربكؾ حقيقة أف قيمة الطمب 
عمى السمع النيائية أقؿ مف نصيب الموارد الأولية مف 

 المخرجات  فسّر ذلؾ.

6756.211)2444.1334.7284.12635.1568.15749.3867.1233.()(
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XXXI. اٌّصطٍحبد اٌشئُغخ 

 
1- 

 (.matrix)أُصلٞكخ

ٓ٘وٍٞ  -2

 transpose of)أُصلٞكخ

a matrix.) 

عٔغ ٝغشػ  -3

ٝظشة 

 matrix)أُصلٞكبد

addition, 

subtraction and 

multiplication.) 

أُصلٞكخ أُزطبثوخ  -4

ٝٓصلٞكخ 

 symmetrical)اُٞؽذح

and identity matrix.) 

ٓؾذدح أُصلٞكخ  -5

 matrix)ٝٓؼٌٞعٜب

determinant and 

inverse.) 

ٓصلٞكخ اُؼ٘بصش  -6

أُشزشًخ ٝأُصلٞكخ 

 cofactor and)أُغبٝسح

adjoint matrix.) 

اُص٤ـخ  -7

 quadraticاُزشث٤ؼ٤خ)

form.) 

 matrix)سرجخ أُصلٞكخ -8

rank.) 

هبػذح  -9

 Cramer’s)ًشآش

rule .) 

أُزغٜبد ٝاُو٤ْ  -10

 latent (eigen))اٌُبٓ٘خ

vectors and values.) 

أُصلٞكخ أُزشبثٜخ  -12أُصلٞكخ اُ٘بهِخ  -11
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)أٝ 

ُخ() ّٞ  transitionأُؾ

matrix.) 

 idempotent))أُٔبصِخ( 

matrix.) 

ٓصلٞكخ ٤ٛش٤بٕ  -13

(Hessian matrix.) 

اُششغ الأٍٝ ٝاُضب٢ٗ  -14

 first and)ُزؼظ٤ْ اُذاُخ

second order 

condition .) 

اُصؼٞد أٝ  -15

اُٜجٞغ 

 steepest)اُؾبد

ascend or 

descend.) 

ٓزغٚ  -16

 gradient)اُزذسط

vector.) 

 –ٗٔٞرط أُذخلاد  -17

 input-output)أُخشعبد

model.) 

  اُزوط٤ش -18

(diagonalization) 
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XXXII. َٓأعئٍخ ورّبس 

لديؾ البيانات التالية عف كميات وأسعار ثلبث : 1س
 سمع:
 

 سعر السمعة كمية السمعة
 6.االأولى = 10االأولى = 

 1.2االثانية =  9االثامية = 
 7.االثالثة = 6االثالثة = 

 
متى يكوف حاصؿ ضرب الكميات في الاسعار كمية 

  ، ومتى يكوف مصفوفة؟scalarثابتة ا

 صمـ مصفوفة ثلبثية منطقية مف الكميات والأسعار.

أعط معنى لكؿ عنصر مف المصفوفة الناتجة في 
 السؤاؿ الثاني.

 احسب محددة المصفوفة واشتؽ مصفوفتيا العكسية. 
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المخرجات التالية،  –لمُدخلبت : لديؾ مصفوفة ا2س
 والطمب النيائي عمى السمع:

 
 

  .X33 ، و اX22فسر معنى ا

احسب مصفوفة المدخلبت المطموبة حتى يتحقؽ الطمب 
 النيائي.

 : افترض وجود دالة المنفعة التالية:3س
yxQQU 4 

 وقيد الدخؿ
20086  yx QQ 

  ، xالمستيمكة مف السمعة ا  لمكمية Qxحيث ترمز ا
  .y  الكمية المستيمكة مف السمعة اQyوا

أوجد أعظـ منفعة ممكنة، واختبر الجواب بواسطة 
 مصفوفة ىيشياف. 
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XXXIII. ِخزبسح ِشاخغ 

A. :الجبر الخطً أولًا: 

 
-Bernstein, Dennis. “Matrix Mathematics: 

“Theory, Facts, and Formulas with 

Application to Linear System Theory ", 

Princeton University Press, 2005. 

 

-Lutkepohl, Helmut, “Handbook of 

Matrices“, John-Wiley Press, 1996. 

 

B.  :ًالهندسة التحلٌلٌة المفاهٌم الأساسٌة وثانٌا
 :والتفاضل

 
- Casson, M. “Introduction to 

Mathematical Economics” Nelson Press, 

(1973). 
 

- Chiang, A., “Fundamental Methods of 

Mathematical Economics” 3ed Ed 

McGraw-Hill (1984). 
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- Flanders, H. et al, “Calculus” 

Academic Press, (1970). 

 

- Salas, S., and Einar, H., “Calculus, 

One and Several Variables” 3ed Ed, John 

Wiley, (1978). 
 

- Swokowski, E. “Calculus with Analytic 

Geometry” PWS, (1975). 

 
C. :ثالثاً: مراجع حدٌثة متعددة 

 

 
-

http://www.purplemath.com/modules/grap

hlog.htm. (2009). 

 

-

http://www.cliffsnotes.com/study_guide/Lo

garithmic-Functions.(2007). 
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-

http://library.thinkquest.org/28388/Mecha

nics/Motions/Equation.htm.(2012). 

 

-

http://www.algebrahelp.com/lessons/equat

ionbasics/pg3.htm. (2012). 

 

-

http://www.mathsrevision.com/index_files/

Maths/SG/SG_Sim_Equations.pdf. (2010). 

 

-http://e-

archivo.uc3m.es/bitstream/10016/3951/1/

we955929.pdf. (2010). 

 

-

http://www.vwl.unibe.ch/studies/3107_e/Di

fferenceEquations.pdf.(2013). 

 

-

http://tutorial.math.lamar.edu/Classes/Cal

cII/IntegrationByParts.aspx. (2013). 
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http://www.algebrahelp.com/lessons/equationbasics/pg3.htm
http://www.algebrahelp.com/lessons/equationbasics/pg3.htm
http://www.mathsrevision.com/index_files/Maths/SG/SG_Sim_Equations.pdf
http://www.mathsrevision.com/index_files/Maths/SG/SG_Sim_Equations.pdf
http://e-archivo.uc3m.es/bitstream/10016/3951/1/we955929.pdf
http://e-archivo.uc3m.es/bitstream/10016/3951/1/we955929.pdf
http://e-archivo.uc3m.es/bitstream/10016/3951/1/we955929.pdf
http://www.vwl.unibe.ch/studies/3107_e/DifferenceEquations.pdf.(2013)
http://www.vwl.unibe.ch/studies/3107_e/DifferenceEquations.pdf.(2013)
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-

http://www.sfu.ca/~wainwrig/Econ331/331

-notes-matrix.pdf. (2010). 
http://econweb.tamu.edu/tian/micro1.pdf- 

 

D. :رابعاً:المصفوفات 

- Ayres, F. Jr. Schaum's Outline of Theory 

and Problems of Matrices. New York: 

Schaum, p. 134, 1962.  

 

Golub, G. H. and Van Loan, C. F. 

"Positive Definite Systems." §4.2 in Matrix 

Computations, 3rd ed. Baltimore, MD: 

Johns Hopkins University Press, pp. 140-

141, 1996.  

 

Gradshteyn, I. S. and Ryzhik, I. M. Tables 

of Integrals, Series, and Products, 6th ed. 

San Diego, CA: Academic Press, p. 1106, 

2000.  
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Lindell, I. V. Methods for Electromagnetic 

Field Analysis. New York: Clarendon 

Press, 1992.  

 

Marcus, M. and Minc, H. Introduction to 

Linear Algebra. New York: Dover, p. 182, 

1988.  

 

Marcus, M. and Minc, H. "Positive 

Definite Matrices." §4.12 in A Survey of 

Matrix Theory and Matrix Inequalities. 

New York: Dover, p. 69, 1992.  

 

Sloane, N. J. A. Sequences A085656 and 

A086215 in "The On-Line Encyclopedia of 

Integer Sequences." 
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